Formelsammlung in Mathematik

1. Zahlenmengen
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M el -~ Harmonische Teilung, Vollstéindige Induktion
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‘abel’  Ableitungen und Stammfunktionen
becoummtes und unbestimmtes Integral
Integrationsregeln, Rotationsvolumen, Bogenlinge
Potenzreihen, Taylor-Polynome
Elementare Vektoroperationen
Skalarprodukt, Vektorprodukt, Spatprodukt
Ebenengleichungen
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Binomialverteilung, Normalverteilung
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1 Zahlenmengen

Nattirliche Zahlen M = {0, 1, 2, 3, ...}
Ganze Zahlen Z = {0, +1, 2, ...}

Rationale Zahlen = Menge aller Briiche:
Q={T|mmn i ns#0} = Zahlen mit
abbrechender oder periodischer Dezimalent-
wicklung,

Irrationale Zahlen I = Zahlen mit

Komplexe Zahlen

» Imaginire Einheit: |i5' = —1|

» FEulersche Formel:

E'l-

¥ = cos(ip) + 1 sin(ip)

e'¥ = cis(y),

» Gausssche Zahlenebene:

6] = 1

unendlicher, nichtabb- s und
nichtperiodischer ' .maleny  &lung.
Reel’ Yahlen B - Verr gung T ratio-
nalen u. “ration. v .alen.

¢ Komplexe ‘“den
C={r+iy|la, ~RE}mn. =-1.

wrdinaten
‘e Achse

Kartesise.
£y = Ima

Polarkoordinaten
Y lz=rcis(p)
z’ = E'h'

T el ®
ry-Ebene der kompl. Zaw re
| Ny r = Realteil n
Komplexe Zahl 2 +iy { y — Imaginrteil cis( o)
Konjugierte y I=T 1y
T 2| L =VEE= e+ |z| =r = /22 + 12
r=7-cos(p) tan(y) = %
Winkel o
y = r-sinfy) = arg(z)
altion 1+ 2 ] .
Subtraktion 2 — Za (71 & T3) +2 (3 =+ ¥2)
I Toon Zery | Tire—yiye) iz + T2l riTe - Cis(pr + @a)
¥ ¥y T TP+ Y +i(remy — 1Y - .
Division (250 L T}ﬂ% _ lzy g -1?;?33-!-'!5332- 1 — T Ya) ﬁ_ . cis(ipy — (o)
Inverse (z+0) 1: |;:i-g = j;__'_E:; ?l - eis(— )
Potenzieren z" r® . (cos(ni) + i sEin(ny)) =r" - cis(ny)
Radizieren oz T« (cos (£E2TE) 44 sin (£E2E)) 0 k=0,1,...(n—1)
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2 Algebra

Zahlen
Algebra

2.1 Rechengesetze
Addition Multiplikation
Kommutativgesetz: |m+b=b+ﬂ[ .t?,=|5'=|5=-'.1|
Assoziativgesetz: | (a+b)+ec =a+(bte) = E-+E'J+E[ (@-b)-e=a-b-c)j=a-b- e:'|
Distributivgesetz: a-(bte)=a-bxa- r:|

Neutrales Element: a+0=04a=al

Inverses Element: e+(—a)=(—a)4+a=0

2.2 Reihenfolge der Operationen

Potenzieren, Radizieren vor Punktrechnung vor St1.

s

Fak torisiemn
‘-‘Hil,/ll: \
} ﬂ"‘{&

tiplizieren = Te—

~chnun,

Freiwillige Klammern:

o —12— —(1)2=-1 5 2a

‘Enzieren,
¢ 2.31=2.(3") =162 /L “ieren
{ a-b —
o 4/243=(4/2)4+3 o ‘iplikation, _sision
A9 ) a ia-b
* 243 2+(3-4) 14 Add o Subtraktion

A\

Jbliga. cische Klammern:

o (2-3)%=6%=1296
¢ 4/(2+3)=4/5=0.8

* (2+3)-4=5-4=20

2.. Ao~

<cnzu  formungen

Gleicuung a = b

ate=" - addition / Subtraktion
e, Multiplikation
Gre=0-e mit ¢ <£ 0
a__ b Division
cc durch e £ 0
=3 Kehrwert (a,b £ 0)
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Ungleichung a < b

ade<bte

|

i

a-e<b-e fallse =10
a-c=b-¢ fallse<10

i b
) E":E falls ¢ = ()
a._b o
L -G falls ¢ << ()
Fo1 ]
E{E falls a - b = 0
4
| 2> falls @ - b = 0




2.4 Termumformungen, Binomischer Satz

Binomische Formeln: ¢ a’ + b? reell nicht zerleghar.

e 1. Bin. Formel: (a+b)® = a2 + 2ab + i* e o’ + b = (a+B)a®—ab+B*)

o o —b* = (a — b)(a® + ab+ b%)

¢ 2. Bin. Formel: (a —b)® = a2 — 2ab + b2

n—1
. a B —1—kpk
¢ 3. Bin. Formel: (a +b) (a—b]=a3—b5’| ¢ a"—b"=(a—b) j?::uﬂn b

Binomischer Satz:

n_ [Ty g LI R Y | Ny n-2p9 Y _opn -~ (Y _gpk
(a+b) —(G)abﬂ+(l)a ﬁ+(2)ﬂ- i +...+(n)aﬁ hl="u(3 b

1

Binomialkoetfizienten: (:') = ﬁtw Falultdt: nl =1-. . -n, - =1
Fiir (a— b)" ist das Vorzeichen alternierend: (a— 8 =a*—. ~+3a. &

Binomischer Satz und pascalsches Zahlendr. “k:

1 n=10 o) . =1
VA WSy L
A+ el o, i @yl +15
LY
fl\+ ,}\+ z’]\ n=2 w G () (@a+by «a+2a0 +15
P T e
A A A A I ﬁ] HE [il (@+ by =18 +3ah'+3a'h* + 15
,_ P W,
A AR A st \(ﬂ (] ol [ @by =14+ 428"+ 6a?+ 4’ + 15"
2.5 PB- ~ch.
tion: ' b + b » Hauptnenner: kgVib, y).
“ - a g x_ay , xro aydsz :
Subtraktion: rE T = Br T3 iy | (hy#0) » Briiche auf HN erweitern,

» Zahler addieren.

» . Zihler mal Z&hler,
MNenner mal MNenner”.

Multiplikation: ~ &. % — 2~

» Division durch Bruch =
(b, x,y+#0) Multiplikation mit
dessen Kehrwert.

Division, a .
Doppelbriiche: b -
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2.6 Potenzen

N . : a = Basis
Definition: " =g-a-...-a| helsst n-te Potenz von a. Bezeichnungen: {

mn M = Exponent
n Faktoren = IP

0
=1, fall 0
Inshbesondere: a! = a und { ;n _ {]'1 fallz ii 0

¢ Negative Exponenten = Nenner:

a = a0

Goo=E
Potenzsitze
: n |
¢ Gleiche Basis: o™ a™ = ﬂ.“"""[ L 0
oy
. 1 Frs
¢ Gleicher Exponent: a"-8" = {aﬁj“‘| = (%) bh#£0
b
¢ Doppelte Potenzen: | (™)™ =a""" =,
2.7 Logarithmen (siehe au 1 S. .
e Definition |1ﬂgu(1‘j=b = 111‘3’=-4I a,r =0 a#l
Multiplikation ) ) ' .
+ {Division log,(- —log Flog,()|  log,(Z) = log,(x) — log,(v)
s Pr F Jr¥) = o) =0
. _ _ logy(x) a0 as#l - _ In(z)
¢« jasiswech ‘11}&___ = Tozga) | b=0; bL1 speziell: log,(x) = n(a)

2.8 Translatior ({otation des Koordinatensystems

) . T=1—1u . _ T= zecos(y)+ ysin(yp)
Translation um (1-,-)‘ T=y—v Rotation um - 7 — —zsin(i) + y cos(e)
.]"’ F = 'lu.} ]
1 r E’ ‘gt I:
- @ |3 N 5
y ] yL~
X .
X
X
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3 Planimetrie
3.1 Allgemeine Dreiecke
e Winkelsumme: o + § + ~ = 180° b a
¢ Dreiecksungleichung: ¢ < a+ b| A B
[
. ihn]ichkeitf Strahlensitze: Zwel Dreiecke sind
tfhnlich, wenn sie gleiche Winkel und / oder
gleiche Seitenverhiiltnisse haben.
. a - a4 c
1. Strahlensatz:| =+ = b+ d
2. Strahlensatz: %= E}'C
o Sinussatz: |—2— = —2 _— £ __ 9B wob .= Trelsta T
“|sinfa) T sin(8) — sinly) ‘ ‘ '
e Cosinussatz: ¢ =o®+ 5 — 2abeos(y)| o  zyklisch:
¢ Fliche: | Ax = % (Grundseite - {dhe) =- = '5—2' G'Eh‘“I
e Zwei Seiten und 7w chenw. @ A, = “TC -sin{r:r]| und zyklisch: {:"
» Drei Seiten (Heron). ‘s =./3(a- a)(a—0b)(z—¢c) | . wobei 8 = %{a+ b+ e).
» Drei Wi ol w. “Tmkre. dius R:|Ax = 2R?-sin(a) sin(f) sin(7) |
3.2 Re-" ' —rink. reiecke

.z von ) shagoras:|e® = a2+ b?|

Héhens: . hl=p-q

Kathetensatz (Satz von Euklid):

t15'=c~q| oder |b5’=c~jj|

o Trigonometrische Funktionen:
sinfo) = % cosa) = - tan(o) =

Gegenkathete
a (bzgl. o)

Ankathete
(bzgl. o) b

P
¢ = p + g (Hypotenuse)

5| (Siehe auch S. 17)
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3.3 Gleichschenklige und gleichseitige Dreiecke

Gleichschenkliges Dreieck

Gleichseitiges Dreieck

an "eB
a
» [, halbiert die Basis ¢ und den Winkel -y. » Hihe: b 24
p Fliche: A =  a°
» Umkreisradins: . "’Tﬁ a
‘f’ ) L — p— l
» Inkrei =% =3h
3.4 Linien im Dreieck
Hihen sind die Verbindungsstrecken von | Winkelhalbi. ~de (W )  halbieren
einem Eckpunkt zur gegeniiberliegenden | ei kel de. - . Jeder Punkt
Seite (oder deren Verlingerung), welche [ ¢ ¢ einei ™ hat  den angrenzenden
zi dieser senkrecht stehen. “iten glee. m A, ~ud Die WH

C

“eiden sich . Inkrei. _dtelpunkt.

S€ nhalbier ‘aufen . ou einem
Feoy okt seitenm  lpunkt der ge-
genil . _.enden Seite. @ schneiden sich

im Verhaltnis 2:1 Thr ¥
Schwerpur + (M
Dreiecks (v -

Aittpunkt ist der
amittelpunkt) des

Mittelsenkrechte sind die Menge aller
Punkte, welche von zwel Eckpunkten glei-
chen Abstand haben. Sie schneiden sich

im Umkreismittelpunkt.
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3.5 Vierecke

Allgemeines Viereck

Parallelogramim

e+ F+ 74§ = 360°

P-A=&;":-h=m-h

Rhombus (Raute)

Drachenviereck

hﬂ=%=a2-sin{&] A= -=. -=-siny e A=a-b
Quadrat = viereck mgentenviereck
D a C D
E
a ‘
0 J (]
A a B

S

> d - -

» a4y =7+ 4= 180"

a-c+b-d=e-f

at+e=04+d

a+b+e+d

e Ad=r. 5
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3.6 Kreis

s = Sehne Bogen | Umfang U =2mr
Segment Sektor
s Bogenlinge b=2mr o
Fliche A=t
o = Sekante r = Tangente | Sektor Agge = 7 - B0 = %
T = Tangente, Polare | Segment .-‘1935 — ol € — %1 E_il] i o
Sehnensatz PA . PS5~ " TRI= ¢ ‘

Sekantensatz QF « ¥V =0A.-, =Q1 |

» Kreisgleichung des Kreises K mit Mitte’ .mkt ./ v)u  ~adius r:

e Mittelpunktsform: |K s (x— v : v’,]2 = -r2|

¢ Koordinatenform: K : z ‘Y Ar+. o C=0

e Tangente 7 an K in ™ /#,) L. Polare 7 an K in Q{x; / yy):

N R R R R
Kr .winkelséitze
B Schnep* ‘kel: Thaleskreis:

» gleiche Peripheriewinkel p» gleiche Peripheriewinkel + = G0°

» Zentriwinkel w = 2+

[C)Adrian Wetzel 0



4 Stereometrie

4.1 Prinzip von Cavalieri

Zwel Korper sind volumengleich, wenn
deren Schnittfliche A(z) in jeder Hohe
r den gleichen Flacheninhalt haben.

4.2 Prismen und Zylinder (Kongruente, parallele Grund- und Deckfliche)

Gerades Prisma

Schiefes Prisma

p ' = Grundflache A = Mantelfliche

» i1 = Hohe
» Vol - 7.h
, YA
o » Oberflic. A=. '+ M|
Wiirfel Zy. ler ]
- D G
|/ :G 7, ”%;%’“ *hy

» V=ab-c V= V=mr*h
» A=2ab+ac+be) A= ja? l\A=2a1rr-r2+21rr-r~h
> D=V ‘D= 3, d=a. 1 |»M=27r-h
4.3 Spitze Kor- -
Gerade Pyrar .en : ‘ofe Py. ~iden p & = Grundfliche A = Mantelfliche

S » h — Hohe
» Volumen: V=% -G - h
» Oberfliche: A=G + M
.e, quady ische Gerader Kreiskegel Pyramidenstumpf,
Fyramide Kegelstumpf
5 = Offnungswinkel A4S -
S 1
& = Mantellinde #_". 4 :-'1-_
o]
M 5
G ,L-;
»V=1ah bV =1m2n » Vi=2(G+vGD+D)
P A=a?+ M pA=mri+mrs, M=mrs | » W =% (r? + vy e 4+ 1ra?)
> o= h5’+% B o=+ h% 42 B My=m-a-(r +m3)
(O Adrian Wetzel 10




4.4 Kugel

Kugel und kogelteile

Volumen: = % 3
Segment
(Kappe) » Segment: V = % mh® (3r — hy)
FEEI:“T; » Schicht: = 2 why (37,7 4 3ra® 4 hy?)
» Sektor: = % a1 ha
Oberflliche: A= dmr?
 Segment: M =2mrh; (K pe, He 2}
Sektor | o gehicht: M= vhy (Z )
» Sektor: A=2m ey s — Rl

» Kugelgleichung einer Kugel mit Mittelpunkt M{u /v © , u.  ~dius

¢ Mittelpunktsform: |H c(z—u)?+(y—v)2+1

| ‘].J]E ='|'f‘2|

¢ Koordinatenform: K : =+ Y+ 2t A

By+e D=0

¢ Tangentialebene T an Kugel im Punk £5(xq |

T: (z—u)lzy—u)+(y—v)ge -

{ z0):

—w)(xg— =rf

4.5 Polyeder und P' ~uisch <érper
Polyedersatz (Euler)
e+ f=k+ EJ wobel:  =Any . Ec f = Anzahl Flachen, & = Anzahl Kanten.

Es r . genau 5 reguliire

20 T

mvey Korper:

&

il
Teiraede, cexaeder Ofiaeder Dodekaeder Thosaeder
{Fierflichner) (Sechsflichner)  (AdchfAlichner) {ZwalfMachner) { Zwanzigfichner)

©Adrian Wetzel
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Volumen V' | Oberfliche 4 | Umkugelradius R | Inkugelradius r
Tetraeder % a? -.,,f'ﬁ a’ Ve i l—"‘f i
Hexaeder a’ 6 a’ ¥, % i
Oktaeder ‘ 3’;—5 a3 ‘ 24/3 a? v2 i ‘ ?ﬁ a
Dodekaeder lE"": 3 53 34/ 5(5 +2¢/5) a® (A+v5)V3 - SO @
vy i |
Ikosaeder @ a3 5+/3 a? NtV ‘ ' +f§j a
4.6 Korper mit runden Begrenzungs?
Ellipsoid Paraboloid v 1s (Rung)
oy
ey
R
e
o Ir
P‘[«*’=%1rrﬂ,br: V=%1rr-r mph? »V=2rr'R
» A=4r’rR

£ 7 Yolumen «

(O Adrian Wetzel
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b
V= [Q(z)dx

wes F rpers mit Integralrechnung

e Spezialfall Rotationsvolumen:
Durch f(r) begrenztes Volumen,
wenn diese um die r-Achse rotiert:

Ve

(f(x))*dzr. Siehe S. 25,

B e



5 Funktionen

Definition: Eine Funktion f : [ —+ W ist eine Zu-
ordnungsvorschrift von einer Zahlenmenge I (Urbild,
Definitionsmenge) nach W (Bild, Wertemenge), welche
jedem FElement » € I genau ein y € W zuordnet:

frzary=flz)
Umkehrfunktion: f: W — I macht die Funktion f

orickgingig:  f( f(z)) == und f(Fly)) =1y

Damit eine anf einem Intervall definierte Funktion ein-
deutig nmkehrbar ist, muss deren maximaler Definitions-
bereich [I'y s0 eingeschrinkt werden, dass f streng mono-

ton wird. Definiv. =sbere.  Menpgr
Ermittlung der Umkehrfunktion(en): aller erlaut.  =-Wer...
» Graphisch: Funktionsgraph an der ¢ —— Vie 9
1. Winkelhalbierenden y = x spiegeln. &) o
» Algebraiseh: y = f(x) nach r auflisen, e Volz) - g(z)20
anschliessend = unld y vertanschen. og (g(< = g{z)>0
Tabelle von Funktionen und Umkehrfun!
Funktion y= f(z) Dy Wy y = f(x)
Kehrwert % = o1 R\ {r oL | % = 1
Quadrat r? R y =0 JI =13
Potenz "™ I te A gerade: y = 0 | Jr = =
falls n ungerade: |
Sinus sin () " [—1, 1] arcsin ()
Closinus cos () L [—1, 1] arccos ()
Tang an(z) R n+3 ,nelZ} R arctan (z)
Ex  aential a”* L p y =0 log, (x)

51 ™ _.omfun} onen (,,Parabeln n-ter Ordnung”)

L] ]
y=flr)=opr"+o * 14+ . +ar+ap=3 apr*|mit n = Grad, Ordoung. (a, #0)
k=0

Geraden (n=1) Parabeln (n = 2) Parabeln (n = 3) Parabeln (n = 4)

ay=m=>1 a, >0 a; =1 a, =0
—_ jﬁf
Ax

W= Wendepunkt

S

Ax
Qﬁf
a,=m=1 a, <0

[C)Adrian Wetzel 13
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5.2 (Geraden, lineare Funktionen

» Normalform: g: y=m-x+4+ ¢

» Punkt-Steigungsform: g: y=m- (x —2,) + 94 | mit A(r, [ 94) €9

. A —
* Steigung: m = ﬂ_i = f:ﬂ — g’: = tan (o)
* 7-Achsenabschnitt: g.
» Achsenabschnittsform: |g: = + % =1 ‘ mit

z
P
den Achsenabschnitten p, g £ 0

Parallele Geraden | Senkrechte Geraden l - ‘winke wmgund A
h
'gﬂ ) ""'h-..h.h‘ 'P
h > | £
- Mh — MMy
gllh = mg=mn gJ Th = . I tan, =‘m
» Parameterform- t = 4T yz-Ebene . g
* RHichtung cktor: “eliebig.  vektor in = i

“tung von g.

o A ufpunkt: Be opoiger P ikt A auf g.

“ter 5,

* Spr-
. elney

.. = achnittpunkte von
t Koordinatenebenen.

= Ebenengls .ungen siehe S. 29.

5.3 Betragsfunktion

r fallsx =0

_r fallsT <0 .Jmacht r postiv".

21— v —{

| x| ist in = = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

(©Adrian Wetzel 14
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5.4 Parabeln
» Normalform: » Scheitelpunktsform:

p: y=azr’+br+e ¥ g .p:y=ﬂ.[j1'—?.¢;]2+t'|

e Offmung a:
a < [ nach unten geoffnet
a > 0: nach oben gedffnet
a = 1: Normalparabel.

e Offnung a:

Siehe Normalform.

b _ —b¥ 4 dae

¢ bx: Linearer Term. b p-
2a? la

W=
¢ o y-Achsenabschnitt.

5.5 Potenzfunktionen

Potenzfunktionen: fiz)=2z"| n e

n=~0 Konstante Funktion.
0on<l Whurzelfunktionen.
n=1 Lineare Funktion.

n € M, n =1 Parabeln n-ter Ordnung.

n € M, n <0 Hyperbeln n-ter Ordnung,.

Der Graph von f(r) = =™ ist... /H=" 3 421 ’

¢ _.spiegelsymmetrisch zur -A-™ | fallany e
e ...punktsvmmetrisch zum Ursp. -, falls n m.  ade.

= Ableitungen und Stam- onen s, S, 24,

5.6 Gebrachemr “ior e B\ +ionen

Eine  srochenrationale mktior f{r) ist eine Funktion von folgender Bauart:

E _»Eﬁ‘*' aylo. g % + a1 2™ + L+ oy T + ag n.m e My
Via, agerpolynon by ™ 4+ B 2™ 4+ L 4+ Byr 4+ by gy O 7= 0
, ym
» Polgerad m (ver 4le Asymptoten): @ — +oo I
T helsst o . Wenn :
=
y= lim f(x) =Zoc (..echte” Division durch Null). E s
T+ =t ok
s | e
B LN
L
» Asvmptote: Anschmiegfunktion alx) mit o N X
lim (f(z)—alz))=0 xl-2x
r—+too f[x} = Te—h
Fiir n =m + 1 ist die Asymptote eine schiefe Gerade.

(C)Adrian Wetzel 15
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5.7 Exponential- und Logarithmusfunktionen

» Exponentialfunktion: | y= flz)=a®*| a=0

- o LI i 4 ¥ X
¢ Eulersche Zahl: e = lim (1 + %:]“ e 2.T18.. 10 —'[m:l‘! 10 & 2
To—+ L

e==tf, |

o Wachstums- oder Zerfallsprozesse: i ,
N(t) = Np -a [ wobei: |
t = Zeit, Ny = Startwert, N

N(t) = Population zur Zeit ¢,
a=1+ i% ‘ = Wachstumsfaktor mit

p = Wachstum in % pro Zeiteinheit.

e Siehe auch S. 5.

= Ableitungen und Stammfunktionen siehe 5. 24

» Logarithmusfunktionen  ( Logarithmens. =siehe 8 ):

— T =0
|f{r]_}0g“(ﬂ| a>0;a+#l
flx) = log,(x) ist Umkehrfunlktic ‘r) =a%: Flurer yx

o Zehnerlogarithmus:
F(x) = logyo(z) = log(z,
log(10%) = alog(z) _ (z = 0)

e Natiirliche _ogarit” 1.

) =log.x) - afz)]
In(e*) = z, el p (r=0)

o [ _ rithmue.
J(z) =log, ) =1b(z)|
logs(2% 2kgalr) — g (2 = 0)

= Ableitungen und Stammfunktionen siehe 5. 24

(O Adrian Wetzel 16



5.8 Trigonometrische Funktionen
» Definition im rechtwinkligen Dreieck: 0 < o < 90°

- __a __ Gegenkathete _ b ___Ankathete
SIH(EE) = ¢ T THypotemse C‘DE(EE;] ¢ Hypotenuse
Gegenkathete  sin(a) (vel. S. 6)

tan(a) == ~Aothete = os(a)

p Definition fiir beliebige Winkel ( Einheitskreis)
v

¥x) = sin(x)

Ak B
::i::

oL ‘mnass)

x (Bog. “55)

enmass:|x =a——| =, chirende  ogen-
e g g
—4 i = Hinb kreis.

Spezielle Wer  :
El T |45 G @ (" _‘l
iimr] ] -'llzi g 1
costa 1 %_ *;i o 0
alx)| 111 | 13 —
R 4 Y singx)

Wx) = tan(x) = Tons

@ ((aradmass)
w X (Bogenmass)

» Eigenschaften:
¢ Periodizitibt: 360° (= 27 im Bogenmass) fiir sin und cos; 180° (= ) fiir tan:

sin (z +n - 27) = sn (r) B
cos(x +mn-27) = cos(x) tan(r +n-7m) =tan(z), n € Z
o Dy, =D =R, I[I’M=R"|L{(%+n1rrj1 HEE}.

Wan = Weoo = [-1,1], W =R

¢ Umkehrfunktionen: arcsin(z), arccos(r) und arctan(x) (vel. 8. 13)

[C)Adrian Wetzel 17



Beziehungen und Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

tan (z) = 21;5:;%
sin (—z) = —sin (x)

|s:111E (z) +cos? () =1 |

1

W=1+EELHEI:SEII

cos(—x) = cos(x)

tan (—x) = — tan ()

sin (m — ) =sin(x) cos(m—r)=—cos(x) ‘ tan(m — r) = —tan(x)
. . 1
sin (§ & ) = cos () cos(§ &+ ) = Fsin () tan (§ + ) = F ]
2eosi(r) — 1 »
sin (2r) = 2sin (x) cos(z) | cos(2z) = { cos? (z) —sin®‘r) |tan( o)== hﬁéﬂ
1 — 2sin®(x)
: 1— 1+ cos(: 1 —cos’
o (%] _ 4“':;51 cosd (%] _ %ﬂ 2 (%} Cos 2
. i - i . tan{z, o (y)
sin (r+y) =-sin(r)cos(y) £ cos{r)sin(y) tar sy = tan(z, .a(z)
cos(r+y)=cos(r)ecos(y)Fsin(r)siny)
sin () + sin (y) = 2sin (332) cos (35 (r) —s ) =2cos () sin (532)
cos (z) 4 cos (y) = 2eos (2L o8 (S5 cos (x, — eos (y) = —2sin (Z3Y) sin (232
= Ableitungen und Stammifu,  -men siehe . 4.

59 Symm rvie

seraae Funktion

svmmet— ~ “egip,

#
=

N\

: Grap’ spiegel-

y-Achse

f =X X

Ungerade Funktionen: Graph Punkt-
symmetrisch zum Ursprung O(0 / 0)

(O Adrian Wetzel
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6 Gleichungen

6.1 Fundamentalsatz der Algebra

In B kann jedes Polynom n-ten Grades als Produkt von & < n Linearfaktoren und nicht weiter
zerlegbaren quadratischen Faktoren g(x), welche nicht Null werden kiinnen, dargestellt werden.

1

lﬂ.ni‘"+ﬂ-n_1Iﬂ_ +...+ar+a,=0 & E.n'(I—I‘ij'(I—IEJ*...'(I—Ik]'q[:I'J='[]|

In der faktorisierten Form kinnen die Losungen xy, 5...., I; abgelesen werden.

6.2 Quadratische Gleichungen

arl+br4+c=0 abce R a0 Satz von Vieta:

Diskriminante: D = % — 4af| Produkt der Lésungen: . T3 =

Losungen: |1y 5 = —2= HEE-z —d4cl p>o Summe der osunge. vy 4+a.  — E

6.3 Polynomgleichungen dritten here ' es

ar® +bx* +ex+d=0 abedec R, a0

Satz: Division durch a #£ 0 fihrt an” = also 2 4+ . 4+ &x- = 0. Wenn es eine

ganzzahlige Losung =, gibt, dann st dese Te.  von d'. Finde Ldsung x; durch Einsetzen
(Probieren) der Teiler von d' und a.  +re die Gle. -ug anschliessend durch (r — ).

6.4 Numerische erfab zur . llstellenberechnung

Gesucht ist 4ie Nullste, N{z-  0)v  “=). Ausgehend von einem Startwert x,, konstruiere
eine re’ ., . .nierte dahlr  olge ry ra, T3,... mit Grenzwert xpy.

= anenverfs’ Tegn. .ai) y f
oo  fley)) d Palzs [/ fxa)) % Tangentenverfahren (Newton)
mit ;,xq) - flzg) < 0. DJann:
- ra—Ty .
Tt =2 =107 G F@) ok N

» Tangentenverfahren von Newton
Wiihle Py(zy / f(zy)) mit f'(zy) #£ 0. Dann:
f(Tn)

Tnyt =Tn= Fmg 2 IN (die Folge ist nicht notwendigerweise konvergent. )

[C)Adrian Wetzel 19
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7 Folgen und Reihen

Definition: Eine Zahlenfolge a;, as, ag, ... ist eine Funktion o : M —+ R, I+~ a;.
e Explizite Funktionsvorschrift: a; = {Formel mit &}

} sowie Startwert a;.

n
8p = E @
k=1

ist die Folge der Teilsummen einer gegebenen Folge {az}rer

» Hekursive Darstellung: o, = {Formel mit ap, Gp_q....

Definition: Eine Reihe 8y = a1, 8 =a; + a2, 83 =a1 4+ a2 +as, ...

7.1 Arithmetische Folgen (AF) und arit ~etisch Re’ :n (. Q)
Rekursionsformel | Explizite Formel ]
Folge |ap 1 =oa+d ak=ﬂ.1+[k—'lj-ci|
Reihe | 8,11 = 8, + aypy Sp=%-la14+0 =5-(2 *-(n- n:ij|

7.2 Geometrische Folgen (G¥' 'ud g. metric 1e Reihen (GR)
Rekursionsformel | E: lizite »  mel
Folge |app=ax-q wy G'k_1|
Reihe | 8,;1 =8, + app 8p = g "—Lﬂ g#1, s,=mn-a fiirg=1
= lim 8, = 2-| falls || <1 (unendliche GR)
R q
7.2 Weiter Re’  en
= 1 1 : : :
ip = ’EIE =1+35- to g —3 @ (| Harmonische Heihe)
k=1n( K1) sy = Zﬁﬁ 2 (n+1)(2n+1) S,;—ZFZE (fn(n+1))°
k=1
7.4 Verzinsung mit Zinseszins:
Startkaptial Ky, Laufzeit n Jahre:
K 0K, 9k, 0" K 9K, Endwert: | Ky = Ky - g"
—t——1t=— t=——+—* Zeitin Jahren .
‘% '% '% '.% (Zinsperioden) Barwert: Ko — Ky -

(O Adrian Wetzel
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7.5 Grenzwerte

Definition: Eine Folge a,, heisst kon-
vergent mit Grenzwert a = lim ay.
wenn es Zu jeder beliebig kleinEﬁEa.hl
£ > 0 einen Index V € N gibt, so dass
fiir alle n > N gilt: |a, —a| < 5[

Fiir (beliebig) grosse n wird der Ab-

stand von a, zum Grenzwert a belie- _ |a;-al>g
big klein (kleiner als jedes £ = 0). 1 2 3 4 5 6 7 ~H
¢ Folgen ohne Grenzwert oder solche mit lim a, = +o0 heir ‘u diverg: :.
i ]
¢ Nicht definiert sind: 3, ey D-{+ec) und +—oc
» Grenzwertstitze: Falls o = lim o, und b = lim b, exist 1t
—+ 00 —Fl
e lima,+b,)=a+b e lim(c v =c-a
R—+30 R—+00
e lim (o, -b,)=a-b o lim za— falls b <
R—-aa mn -
= Entsprechende Sitze gelten auch fiir G mzwerte  ~ f(x).
:.
0, falls —1<a=<1
p Grenzwerte von Exponentian tionen: . a®=4¢ 1. falls a=1
- oo, falls a>1
» Grenzwerte von geb: .. tiona.  Funktionen:
u 0 falls n < m
. 1 1 3
lim " 7 E=tia _jJ dad . i, fallsn=m
r— m.f.' + bﬂi_i Tm I~ aaa + ‘1 T + EH:l ﬂ:m,. fa]_]E 1 ::: m
1 i ~gel:
e Exponentielles W stum ist stirker als Potenzwachstum: lim z™.e ™" = ﬂ[
I—+0o
. L , . In(z)
¢ Potenzwachstum ist stirker als logarithmisches Wachstum: lim =0]| fir n=0

r—oe T

» Regel von de I'Hopital: Gilt lim f(x) =0 (oder oo) und lim g(x) = 0 (oder oc), dann:

T—+Tg E—+Eg
S ) T D Qi BB . cos(z)
m g M ey | Beer I —lm——=1

[C)Adrian Wetzel 21
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7.6 DMittelwerte

Gegeben seien n verschiedene Werte 1y, 70 ..., Ty,

e Ungewichteter arithmetischer Mittelwert: T, = 21+t Fn (vel. S. 33)

_ Pt PaTat ..+ Pnly

o Gewichteter arithmetischer Mittelwert: T, =

P1i+pPz+ ..+ Pn

D1, P2, ..., Pn bezeichnen die Gewichte (relative Haufigkeiten) der Werte =y, =3 ,..., Ty.

Quadratischer Mittelwert:

— T3 +F5+ ...+ Tnl
Ig = =

¢ Geometrischer Mittelwert: 'Eg_ = YT1-T2-... 0 .

o Harmonischer Mittelwert: | Ty

n~(ﬂ%+%+...n N\ N

7.7 Harmonische Teilung, Ge' "~ner . nitt

Unter dem Goldenen Schnitt & verstel man da wmom.

Tellungsverhiltnis ¢ = % = %’" Jaraus folgy
4
9 B < 5 ]« 1.618.
voe-l=1 = B _{E= J618...
Eigenschaften
5 1
o o= — B
- - .tirrational  d hat ¢ :ch folgende Darstellungen:
o—-ln /T4 T P14 —
1 + ]+|||
7.8 Vollst” Jdige Induktion
Bewe. _en filr Aussagen A, iiber natirliche Zahlen.

Ungleichung: Ty < Tg < Ty < Tg gilt, fallsr _viw

k= 7 ...,

Harmonisches Rechteclk:

a b

Harmonische Teilung der
Strecke AB:

BC =

=
-
™

(I) Verankerung: Uberpriife &;. (Anstatt n = 1 kann ein anderer Startwert gewihlt
werden, der Beweis gilt dann ab dieser Zahl.)

(IT) Vererbung (Schritt von n nach n + 1):

Zeige rekursiv, dass A, korrekt ist, unter der Voraussetzung, dass A, stimmt.
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8 Differentialrechnung

Voraussetzung: Gegeben sei eine stetige Funktion f: B — E.

¢ Sekantensteigung:
Differenzenquotient,
Mittlere Anderungsrate (Steigung)
von f im Intervall [z, z+h]:

Ay _ flz+h) - flz)

Ar h

my; = = tan( o)

¢ Tangentensteigung
Differentialquotient,
Lokale Anderungsrate (Steigung)
von f in P(z / f(z)),
Definition der 1. Ableitung:

Ty =flz)

A d Rl — |
ﬁlc:f(rj:iﬁn.ﬁ_i:é:mﬂi‘—i_ fi flz)
8.1 Ableitungsregeln:

Selen f(r), w(zr) und v(r) stetige Funktionen

» Additive Konstante: fir]) =u(r)-
fllz) =u(z)|

» Multiplikative Konst.: fix)=¢-. !
fz) =cul(n)|

» Summenregel fir,

A een onsta.

Lranmn:

» Produk  «el f{o=  u(x)-viz)
f'(z) = vw\x) - v(z) + u(z) - '(x) |

ulE)
w(z)

w(r) vir) —ulz) vz

(w(z) )

» Ou. lentenregel fir) =

f'(z)

» Kettenregel fir) =ulviz))

Sekante

1

7 —u2v(z) . =
- | fiz) =) - v(z) = G . & €2
,Aussere Ableitung mal innere Ableitung” 'E E
£=
8.2 | _amgunger pezieller Punkte: °
f J-'l" f.ll.l' f.lll"n"
Nullstelle Nizy /0O flew) =10 - - -
Hochpunkt | H(ry [ f(zg)) () Z0 | f1(z) 20 -
Tiefpunkt | T(zr / f(zr)) flenZo| feno| -
Sattelpunkt _ TOURS..1 wi. VX - '
Terrassenp. S(zs / f(zs)) filzs)=0 | fizs) =0 | f¥(zs) #0
+
Wendepunkt | Wizrw / f(zw)) - Flirw) ;[J F (1 ) S0

* = notwendige Bedingung,

(C)Adrian Wetzel
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8.3 Ableitungen und Stammifunktionen:

Stammfunktion F'x)

Funktion f(x)

Ableitung f{x)

e
In|x| %=1‘_1 __Iig= —r®
VE =2t e
e” e’ gl
r-(ln|z|-1) In|z| —
@y 0" a* )
i (Inf 2| = 1) log, |z | =
Beachte: Variable r in Bogenmass!
— cos(T) sin| ) CO8( 1)
sin(r) coslx) — sin( )

—In (| cos(z)]|) anf ms;m = 1+ tan®(x)
raresin(z) 4+ 1 — 22 resin(r) ,u,-"]_l__m'i’
rarceos (x) — /1 — 1% . S(r) _?11_?

T arctan( ) —m arctan 521;_—1_

9 T"mtegr. rer num

vefinition: F(r) hel
Stammin~ Filo
Kop= . Fs(x,

¢ Unbestir .es Integral = Menge aller Stamm-
[ f(@)dz = {F(z) +C | C € R}|

Amkticr i

¢ Bestimmtes Integral, Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

b
A= [ flz) dz = F(b) — F(a) = [F(z)]"

¥y

3 A

=,

A L :

Star afunktion von f(z), wenn F'(x) = f(x) gilt. Zwei verschiedene
4« Fs(x) von f(r) unterscheiden sich um hochstens eine additive
Fi(z)+ C. Die Konstante ' heisst Integrationskonstante.

=X

a * b

A = Fliche unter f zwischen den Integrationsgrenzen r = a und r = b, wenn f zwischen
a und & keine Nullstellen hat.

(O Adrian Wetzel
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9.1 Integrationsregeln

» Konstantenregel: fb( e-flz)) de=c- [ f(z)dx

» Summenregel: _Fr:u(:r) +o(r)) dr = _Fu(r)d:r:l: [ v(z)dr

b
» Orientierung des Integrals: [ f(r)dr =— [ f(z)dr
i

b
» Anderung der Integrationsgrenzen: [ f(z)dr = [ f(z)dr+, ‘=) di
i

b b
» Partielle Integration: [u(r)-v'(z)dr =[u(z) -viz] — [w'(z, (z)dx
i a

» Substitutionsregel: Es sei f(r) =uiv(z)' _  “ettete "7 U v) bezeichne eine

[ vib)
| fu(v(z), ‘r)dr 0 ww)dv=[U(v) ]:Eﬂ
T

[~ (]

stammfunktion der ausseren Funktiop =

9.2 Rotationsvolur nd L enlidnge

¢ Drehung um = chse: .= "(f(z))%dr

.rallgemeinerung siel S, 12,
fiy)y
Orek am y-£ se: | Vy=m [ (fly) ) dy
fia)
y= flz) streng v oton. b
r=f( *ist A" mkehrfunktion von y = f(z) Vx
(vel. S. .
b -
¢ Bogenliinge: L= | ‘/1 +(fr(z) ) dx dx f
4]

[C)Adrian Wetzel 25
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9.3 Potenzreihen, Taylor-Polynome

» Tavlorpolynom T,ir) = Approximation einer Funktion fiz) an der Stelle x; durch eine
canzrationale Funktion (Polynomfunktion) n-ten Grades:

n ) .
Tu(z) =¥ % F¥ () (z — z0)¥ |, wobei f*(x) fiir die k-te Ableitung steht. Ausfiihrlich:
k=0 ™

Tu(z) = f(z0) + f'(20) (= 20) + 57 f"(x0) (2 = 20)* + ...+ 75 /) (z0) (& — 2a)"

ol
Fehler (Restglied): Ry(z) = f(z) — Ta(z) = % fElip Loz —=), D<a<l

» Potenzreihenentwicklungen:

Term | Potenzreihenentwicklung - tig N
" n n ny a2 ny s \
(1+x) (ﬂ)+(1)r+(2)x +(3)I + . neh, <=1
1
1 2
s l-z+r-z+.. |z| 1
[
. l._ 1 .2, 13 5 4
I+z |1+5r— 531 +575 5., =T =+ I |
e* 1+ 2+ £22 450 ‘4 R
21 i
n(z) |(r=1— %@ 24i@- sz Dcz<2
- - 2 3\ =
sin(r) - 158 L5 T4 relR
al ) )
cos( x) 1— |A:t*2+',—;l %I’E:r_ . relR
+. 3 2 5 - T T
T+ 3T El‘—' s T + ... |I'|ﬂi§
arcsin(x) - '?La _.‘ﬁ—5£5+ 214355TT? + ... |z| <1
. o3, 1 8 1 %
“Z) T— Hgr—zE ... |z| <1
l
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10 Vektorgeometrie

Definition: Ein Vektor 74 beschreibt eine Translation (Verschiebung). Vektoren haben
eine Linge (Betrag) und eine Orientierung (Richtung). Vektoren dirfen beliebig parallel ver-
schoben werden, haben also keinen fix vorgegebenen Anfangspunkt.

» Einheitsvektoren:

1 0 0 z
ETJ-_I = {] 5 Ey = 1 3 E!_::_-' = D
0 0 1

» Linearkombination: Jeder Dreidimensionale Vektor

g o 'T
Ta / ’

-

ldsst sich als Linearkombination von &, &,, &,

Lo -/{"\ ‘Kq -
iy ! i
schreiben: ¥y = | ay | = 0z & + ay &y + az . x_..— a P’
a’E

(e, (y, @; heissen Komponenten von 7.

a-\
» Ortsvektor von Ala,, a,, o, iﬁ ( Vekto. - 77 prung zum Punkt A
aaz

» Betrag, Lange: ||f.r=_'4 | = r4a = 0A V/&'; 2+ al

» Addition., Subtraktion:

Differenzen-

il F ; L. + b:! viektor:
Fatis=|ay | 1,) Sy B
a; b, 3 2

Dif¥ .. ektor = (r csektor = tnd-
p .tes Mimus Ortsvekto =8 Ar  apgspunktes.

- . _ _
» . ltip) amit alaren (= Zahlen) kollineare
Koweoaeare Vektore 7 und b Vektloren

J'f" kg
| =

y | =1 k-ay l.r.;f
ku.g ko /%

Komplanare Vektoren: 7 ist komplanar zu @ und &

=t |
I
:ﬁu
-

komplanare Vektoren

wenn ¢ eine Linearkombination von @ und b ist, also

Taylor,
Vektoren

wenn es t, 8 € B gibt, so dass F=t-G+a-b oilt.

([C)Adrian Wetzel 7



» Mittelpunkt von A und B: |7, = % (Fy + Tg)

» Schwerpunkt AABC: |75 =3 (74 + 75 + 7o)
(siehe auch S. 7)

» Skalarprodukt: (Senkrechte Projektion von b auf @)

. fLy by . .
@-b=1|ay|-|by | =asb: +ayb, + ab. =|&|-|b]|-cos(y) b
(i b.

=+

» Winkel ¢ zwischen @ und b: cos(y) = ﬁl_ a _
. i
'_:ET-T )

» Senkrechtbedingung: @ 1 6 < d-b= n[ falls @, b = 0.

» Vektorprodukt:

F1d und L5

2| =laxb|=|al-[E  wn(y)

| #| = Fliche des von @ und . fgespanntew
Parallelor

 Snatproduk
V_i@x 8-z |Ex -a|-|cxa)-b|

V=1 des voo ., 0 und & aufgespannten Spates.

= (Geraden  .e 5. 14
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10.1 Ebenen

» Parameterform: F: F=F4 + -7 + &8-7

e Falls 3 Punkte A, B, C oder Punkt A
und zwei verschiedene Richtungen
#=AD und 7= ﬁ cegeben sind.

¢ Jedem Zahlenpaar (t, 8) entspricht genan

ein Punkt P (Ortsvektor ) auf E. tf r
¢ Normalenvektor:
a
i=|b|=ax oL E (velS.28)
E &
» Koordinatenform: FE: i - (F— 74) =ﬂ[ oder |_E e ‘ez =ﬂ

¢ Hessesche Normalform: H(z, y, z) : %ﬁi—;’,‘— =0

au+ b Ml

¢ Abstand P(u /v /w)zu E: d(P, , — T |

» A chsenabschnittsform: | E: % +  + -

- 1‘ R

& ™

Ebene F parallel zur r-Achse: F : . “ =1 unc zyklisch 4

([C)Adrian Wetzel 20

Vektoren,

Ebenen



11

Stochastik

11.1 Kombinatorik

Anordnung
v A Elemenben
aul # Pliteen

N\

Start: Kriterien, welche fiir eine Stichprobe gelten.

Aunswahl
van K Elementen
Al et o

-
Alle & Eleaenbe Hl,ﬂ_!,..du:'ll:ﬂﬂa- Heesi lveni Gl & e il .g:t' iber
Ll e bl i samt ;7 Elemani e Audwalhl hﬂﬂb:lg: A o wWigh
P=nin-1)-..2-1] |Ununterscheidbar: falbc} = jeab} | |ea
I:'. - m! B i o en Varialian
ol Y 4
Fermutation Fermutation »~
ohne Wiederholung mit Wiederbolung | Elemente diirfen Elem~ it | wwente diirfen Elemente dibrfen
il besris & lirmal " B i el beldﬂﬂcﬂ
pewiihll werden 7 ali werde. g werden gpewiililt werden
| [ _In+k-1 s ___al xr K
H‘_.ﬂ{n-.ﬂt_[t] ‘{ k } ’ V=rm-m V=n
| |
Foomn b ma tinn k. ination Yariatiomn Variation
. ohme Wied- mlt V. Salupao ohne Wiederbholumg  mit Wiederholung
Fakultat: |n! =1-2- -1 Binom. Toeffiz, Sl P L
" F EEE ' iy . lE: = k[' Eﬂ_k‘:l]

SR n
ursmn.(k)+(k+l)

agenlehre

_fn+1
CANE+1

(Y n
Symmetrie: (&) = (?1— K,

11.2 Wahr aeinl” T-eit, L

= Grin ame e =N 2 aller méglichen Ergebnisse (= Ergebnisraum).
s A.B, C=Er
B

miss” = Teilmengen von

-{0,.,-.3,456 7HhA={0,246,B={1,235}, 2cA;3¢A
|ﬂ|=MEC

s ANB-=

gkeit = Anzahl Elemente von A.

fnittmenge = A und B.
. = Vereinigungsmenge = A oder B.

Gegenereignis oder
Komplement zu A

o C C A =Teilmenge = C enthalten in A.

1E=GHA={ }=GD1111-&A.

¢ {} =0 = Leere Menge.
Laplace-Wahrscheinlichkeit: Alle Elemente in (5 treten gleichwahrscheinlich auf. Dann gilt:

(A] . | A _ Anzahl Flemente in A  giinstig
P\A) = G| = Anzall Elemente in G~ moglich
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Sicheres Ereignis p(G) =1

{Unmi:'rg]iches Ereignis p(@) =0

¢ Gegenwahrscheinlichkeit |p(X) = 1 —p(4)|

¢ Addititionssatz | p(AUB) =p(A) + p(B) — p(AN E’_J[

} = 0=pA)<1 G

: 3

¢ Bedingte Wahrscheinlichkeit p(B | A) = Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt, unter der

Bedingung, dass A bereits eingetreten ist: | A
|ANEB|

= Wenn, B = Dann” (Verkleinerung der

p(ANB)

Grundmenge von G auf A):

):|p(B|A) = A —

p(A)

Multiplikationssatz | p(A N B) = p(A) - p(B|A)|

¢ A und B sind unabhingig, falls [p(A N B) = p(A) - p(B)| g1

¢ Binomialverteilung (Bernoulli) siche 5. 32.

11.3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

“varia. .ammt beliebige Werte
an. L. Wahrscheinlichkeit, dass

Diskrete Verteilung: Kontimn  ‘che Ver’ lung:
Zufallsvariable X nimmt ausschliesslich .

die n Werte xy, x3,..., T, mit den Wahr- r e

scheinlichkeiten (=relativen Haufigh- genan

Gewichtungsfaktoren) py, pa, ..., pn @

v Citt, he.  Dichtefunktion f(x)

P Fliche: Fiz)=p(X<2) P Piz)= im Py Lche: Aiz) =p(xX < 9 f F{;}=I_ﬂxjdx
l =
| 0.5
| ;ﬁ
X, Ll:l:L I = X in X
Dic’”  unktion Verte qsﬁ.mlf A Dichtefunktion Vertellungsfunktion
aa
b =, m=1 Normierung I flz)de =
¥ —ad
b Mittelwert =
At - Ll (Erwartungswert) = __J;_ N
L[] . a0
var(X) =o? = E - (2 — p)? Varianz var(X)=c*= [ flz)-(z —p)*dr
-
— Standard-
o=t abweichung 0 =Vo?

selen X, Y zwel Zufallsvariablen und a, b Konstanten.

Ea-X +b:Y)=a-E(X) + b-E(Y)
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Diann gilt:
var(e - X + b) =a?-var(X)




11.4 Binomialverteilung, Bernoulli (diskrete Verteilung)
Stichprobenraum besteht aus genau zwei Elementen: S = {4, A} mit den gleichbleibenden

Wahrscheinlichkeiten p(A) = p und p(4) = 1 — p. Bei genau n Wiederholungen trete Ereignis
A X mal ein. Dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, dass...

¢ A mindestens einmal eintritt: | PIXZ21)=1—-(1—-p)"

¢ A genau k mal eintritt: P(X =k&) = (ﬂ) pF(l—p)™ % 0<k<n

¢ A hochstens r mal eintritt:

chgru{j(ﬁ)p*cl—mﬂj 0s zn

k=0

¢ Erwartungswert: |E(X)=np Standardabw. ung: vnp(l ,ﬁ|

e Fiir np(1 — p) > 9 kann eine Binomialverteilung durch ein.  “rmalvesweunng approxi-
miert werden.

11.5 Normalverteilung (kor vliche ™ _ang)
¢ Dichtefunktion:
I —p 2 ) —l
(r) = A——€ 27 = - , i _
Jz VIT o A Normalve. ceilung Standard-Normal-
h W, @) Verteilung N(O, 1)
=Transformation
Standard-Norm=" ~~teilung, o)== z=If;
- Fix)
1 o - : '
ﬂzj=f - = qslu 5\_
' A X ) .E' . X
a -
¢ Verteilungsfu tion: Symmetrie:

’ flp+z)=flp-x) fl=2) = f(+2)
F oo et

¥ —

Standar?  rmalverteilung:
Z E!
[ e~ Tdt

— o

(= Tabelle im inneren hinteren Umschlag)

x —_—

=y

5

¢ 7-Umgebungen bei Normalverteilung:

1 o-Umgebung 2 g-Umgebung 3 o-Umpgebung
pllp—z|<leo)=683% |p(|lp—z|<20) =054% |p(|p—x| < 3a) = 00.T%
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11.6 Statistik: Daten mit einer Variablen

Selen X = {1‘11 Ty, ..., 1‘;,.} die Werte einer Stichprobe und ny, na, ..., ng deren absolute

k
Hiufigkeiten. Fiir den Umfang der Stichprobe gilt n =% " n, =n; +ng +... + 1.

i=1

k
Die relative Haufigkeit ist durch p(z,) = % definiert. Insbesondere gilt % p(x;) = 1.

i=1
Einzeldaten Gruppendaten (Klassen) J
. k Werte 1y, 7o, ..., T3 der
Daten n Werte »y, 75, ..., T, abs. Haufigkeit ny. na, ...
Arithmetischer | _ 1 > _ 1 - A
Mittelwert TeEX) =nym| | ToEX=ny =y ‘j
Median Der Median r, . der Werte einer geordneten Stichp.  ~ ist...
¢ der in der Mitte liegende Wert, fall-  unp.
¢ Der Mittelwert beider mittleren "N te, fallsn, e
Modalwert Der Modalwert xs ist der am héufi « auftreter . Messwert
(Modus) M & B J :
Spannweite =ZTma  Tmin
- &2 1+ 3 1 9
Varianz® == E ) | =g ). Jm—=x oder
i=1 | | . i=1
x 2
=Yr (m—-T)= J(X?) - (E(X))
i=1
[*] Wenn die Werte x4, © ..., T Popula. .n darstellen oder wenn die Variation innerhalb

der Stichprobe gesucht

werse cme  n Nenner n — 1 durch n.

Stan” Lapw achung: s, /a2 |
Un tichprok _ve.,_chen, ament der Variationskoeflizient [V = E; 1005
Box .. . crmittle den  :dian x,5, das obere (rgss) und das untere (rg2s) Quartil,

die kleinste

anin) Und die grisste (Tp. ) Stichprobe. Dann

| Kklemste 25% ¢ 5 grisste 25% |
| allerDaten v % aller Daten |
I- 'ri_ﬁ Illj- xi.'.E I-:u.

Ungleichung von Tschebyschev:
Fiir eine Stichprobe mit Mittelwert T und Varianz 22 gilt fiir die Wahrscheinlichkeit p dass ein

2
Messwert r innerhalb einer £A-Umgebung um den Mittelwert liegt: p(|lz —T| < A) = 1— iﬁr
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11.7 Daten mit zwei Variablen: Regression und Korrelation

Seien (1. ), (T2, #2), ...(Tp, 8p) n Paare von Messwerten. Die Abhingigkeit zwischen den
Zufallsvariablen X und ¥ kann durch eine von Parametern a, b,... abhingigen Modellfunktion
y = f(r) beschrieben werden. Die Parameter a, b,... von f werden so gew#hlt, dass das mittlere

Cuadrat der Abweichungen von y — f(r;) minimal wird:

F(X)=) (w—f(x))* — minimal

=1

Lineare Regression:

Modellfunktion: y= f(z) = a-z + .5| mit

L
> (@~ (v~ 7) -
r—F) (g —F ,}_”~ °
¢ Steigung: [a == = 21: =Tal = . 7(;,
> [z —T)? . : -~ 1 | o= Daten
i=1 | ‘ 1 .-
e y—Achsenabschnitt: b=7—0a T X
Korrelationskoeffizient: Kova., @
" _ T 1 e
=7 3 oy = ——= > (20— 7) (e —7)
Tey = — 5 = ST i=1
,/Zliri— )2 S o (w— ! ey = E(X-Y) - E(X)-E(Y)
= £
Alternative: G° chungs . - zur b echnung von a und b der Regressionsgeraden:

C a4+ (Ooz)-b =3 m-w

1 i=1 i=1
L[] L]

| (Ym)a+ n - b =% um
i=1 i=1
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