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Symboles mathématiques, alphabet grec
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1 Ensembles de nombres

Nombres complexes

» Le nombre i tel que #* = —1

» Formule d'Euler:

P = cos(p) + 1 siﬂ[cpj[

e Nombres naturels: N = {0, 1, 2, 3, ...}
e Nombres entiers: Z = {0, £1, £2, ...}

e Nombres rationnels: ensemble des fracti-
ons: J = {% | m,n € Z, n # 0} : Nombres
avec un deéveloppement décimal périodique
ou fini.

e Nombres irrationnels I: nombres avec
un développement décimal infini et non-
periodique.

e Nombres réels [B: Union des nombres ra-
tionnels et irrationnels.

e Nombres complexes:
C={r+iy|z,yeR} on i?=-1.

forme algebrique forme triconometrique
¥ = Imiz): axe maginare ¥ I=r I:is{q.'l}
. I=x+iy :
.2 = z — rti"l.P

e Aiaf _-a'.c,c? =1
e'? =cis(p), |€'¥] A e ]
» plan de Gauss: axe réel
Plan ry des nombres complexes. _3] I=x-ip =p ¢i®
_ xr : partie réelle y .
Nombre complexe z z=xz+1y o L | z=r-e¥ =1 cslp)
y : partie Imaginaire
Conjugué z T=1—1y T — .o
Module lz| | |z| =vzz =2+ 3° |z| =r = /22 4+ ¢*
. — X
xr =7 - cos(ip) tan(yp) =
Argument @
y =7 - sinyp) p=arg(z), kel
A ddition A + g i
) T+ xo)+ il £ ys
Soustraction z1 — 29 ( ) (v o)
Multiplication z1 - 29 (I1 T2 — i ygjl + i(I1 ya + 9 ylj riry - ettty
T zn |2@m_ mmtpweltilram—Tiye)l | rr (e — )
Division (z#0) 2 | Tl = P €
Inverse (z#£0) 1 o z—ty 1 -iv
- BE %+ g2 -
Puissance n-éme z" | ™ (cos(ni) + isin(np)) =r"- "7
Racines n-&mes g7 (cos (£X27%) + i sin (£227%)) | k=0,1,...(n—1)
] n ] 1=y =c-
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S o
Q0
)
0 =
Z2<g
2 Algebre
2.1 Lois de calculs basiques
Addition Multiplication
Commutativité: a+b= b—l—a[ |¢1-b= b-a|
A ssociativité: (a+b)+ec=a+(b+tc) =a+bte|| (a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c
Elément neutre: a+0=04+a=a a-l=1-a=a
Elément inverse: a+(—a)=(—a)+a=0 a- (@) =(a!)-a=1]
Distributivité: a-(bxec)=a-bxa-c
factoriser
SO e produit
-
distribuer,
développer

2.2 Priorité des opérations

| Puissances, racines avant la multiplication, division avant 1’addition, soustraction |

Parenthéses obligatoires:
o (-1 =(=1)- (1) = +1
e (2.3 =6%=1296

Parenthéses facultatives:

o —17=—(12=-1

a® Ya

puissances
Tacines

e 2.3 =2.(3") =162
a-bh £

o 4/24+3 = (4/2)+3=5 Alﬁpmﬁm m;m\ o 4/(2+3)=4/5=0.8

o 243.4=2+(34) = 14 / a+b a-b \ * (24+3)-4=5-4=20

addition soustEaction

2.3 Equations équivalentes

Equation a =5 Inéquation a < b
ate=bxe Addition / soustraction atec<bxe
'
Multiplication a-c<b-c siec>0
a-c=b-e {
avec ¢ # (0 hﬂ.E}bIE =< 0
. e i b .
a b Division ) P sic>0
e ¢
par ¢ # 0 fﬂ}é g1 0 < ()
: . % < % sia-b<0
S =7 Inverse (a,b # 0) 5 1 1
| @ = 7 sia-b=>10
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2.4 Transformations, binome de Newton

Identités remarquables (les formules du bindme}):

e a? + ¥ pas de factorisation sur .
o (a+b)" =a?+2ab+ P

e o’ +F = (a+b)(a® —ab+ b
e (a—b)" =a®—2ab+H o a®—1* = (a—b)(a®+ab+ 1)

¢ (a+b) (a—b)=a®— | o= (a—b). 3 aik
k=0

Binome de Newton:

(a+b)" = 1a™b" + (?11) a™1pl + (;) a" 4+ . +1a"" = f: (T) a™k E

k=0

Coeflicients binomiaux: (:) = #'—H' Factorielle: n! =1-2. ... «n, M=1=1.

Pour (a —b)" le signe des termes est alternant: (a—b)* = +1a* —3 a®b +3 ab® — 1 b*.

Binéme de Newton et le triangle de Pascal:

1 n=10 (a+b)'=1
7N\ .
11 n=1 ] /( (@ +b) =1a' + 1p!
}/\-I_/\' '\L 3 4 1g1 4
1 20 1 n=2 ]\ /()\ (@a+ by =1a+2a"p' + 1b
SNT /NN f x f
1 3 3" 1 m=3 L (@ + by = 1a° + 3a2h' + 3a'B* + 15
SNE/NES NN f -. f x /
1 4 6 4 1 n=4d [') I {‘) [} (a + b)' = 1a* + 4a°b' + 6a’H*+ 4d'b* + 14

2.5 Opérations sur les fractions

Additi » Mise au dénominateur
P L4 x_2¥ g zb_ aytzh commun: PPMC.
Soustraction by by " yb by - ,
» Additioner les numérateurs.
C e s p Multiplier les numérateurs
@ T _ a-T
Multiplication by by ) .
et les dénominateurs.
Divisi a » Division par une
IV1S1OIL. a T i _a y . . Ta .
doubles fractions | b "V = - T r fraction = multiplication
par Son Inverse.

Note: Toute division par zéro est interdite: b, y, () # 0 pour les opérations ci-dessus.
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2.6 Puissances et racines

a € B : base

Définition: |(a"=g-a-...-
i = n € M : exposant

o

n factours

" L]
est la puissance n-éme de a. {

a"=1, s a#0.

En particulier: a'l = a et .
0"=0, a1 n>=10

e : ke
e Exposants négatifs = dénominateurs: |k-a " =— a0
il
e Exposants rationnels = racines: a» = {/a™ a>0 n=0

1 1
En particulier: a* = {/a| racine carrée: [\/a=a?

Régles de calcul:

Bases égales a®-a™ =a"t™ g _gnm a0
ﬂ-m
i a” ay”™
Exposants égaux | a" -b" = [abj’”‘[ i (E b#0

Va- Vb= Vab ‘"/E={/% b0

Puissances de

. (@) =a""=@")"|||{ Va= "Va= §/¥a| a20
puissances
2.7 Logarithmes (voir p. 18)
Définition: log (z)=y < a'=z| a, x>0 a#l
Multiplication, -
a log, (2 y) = log,(z) + log,(y) log,(5) = log,(x) — log,(y)
division
Puissances log, (z¥) =y - lngu_[:n)[ r=>0
Changement 1 a=>0;a#1 1 1
log_(x) = lzg'::::z% utile:  log (x) = 12&3
de base b=0; b#1
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3 Géométrie classique plane

3.1 Triangles quelconques

e Somme des angles: | o+ 8 4+ v = 180°

e Indgalité triangulaire: |c < a+ b|

e Similitude: Deux triangles sont semblables s'ils
ont des angles égaux ou/et si les rapports des
cotes correspondants sont dgaux.

Théorémes de Thalés:

a __ € _ a+tc a ia+c
T=d"b+d| & T= 7

e Théoréme du sinus: | —%—~= —&_ = ¢ __9R

(base - hauteur) = che _ =

bt | =

e Alre: A, =

p deux ciotés et leur angle: A, = '52—': -sin(a)| permutations cycliques: ¢:?

p» trois cotés (Héron): ‘Aﬂ =+/s(s—a)(s—b)(s—c)| ol s= %[a + b+ c).

» trois angles et rayon R (cercle circonscrit): Aax = 2 R - sin () sin (8) sin (7) [

3.2 Triangles rectangles

¢ Théoréme de Pythagore:

2—a?t bz[ cathéte C
adjacente

(Aa) b

cathete opposce
(4 a)

il

¢ Théoréme de la hauteur: h2=p-g

D S eB
¢ Théoréme d’'Euclide: P q
2 ¢ = p + g (hypoténuse)

a =r:.-qr| o1 -bi=c-p|

¢ Fonctions trigonométrigques:

sin(a) = % cos(a) = - tan(a) = % (voir p. 19)
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3.3 Triangles isoceles et équilatéraux

Triangle isocéle

C (sommet)

base ¢

» L. est sur 'axe de symétrie.

Triangle équilatéral

» Hauteur: h = 1";—5 a  Aire: A = :‘i—i a?

» Hayon du cercle...

...circonscrit: B = % a= % h
S _ V31
...inscrit: r=-ga=3 h

3.4 Lignes dans un triangle

Hauteurs hs, hs, h.: Droites perpendicu-
laires & un coté et qui passent par le sommet

opposé du triangle.

Bissectrices w,, wg, w, : Droites qui cou-
pent un angle du triangle en deux parties
égales. Tout point sur une bissectrice est si-
tué a distance égale des deux cotés correspon-
dants. Les bissectrices s'interseptent au centre

M du cercle inscrit.

Médianes s,, sp, 5. : Droites qui relient
un sommet au milien du coté opposé. Les
medianes s'interseptent an centre de gra-
vité du triangle dans un rapport 2:1. (voir p.

33).

Médiatrices map, Mac, Mpc : Droites per-
pendiculaires a un coté passant par le mi-
lien de celui-ci. Tout point sur une médiatrice
est équidistant aux sommets correspondants
du triangle. Les médiatrices s'interseptent au
centre M du cercle circonscrit au triangle.
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3.5 Quadrilateres

Cuadrilatére quelconque

P o+ B+ y+d=360°

m b
::ﬂrﬁllr %\B

P A= h=m-h

Parallélogramme

P A=a-h=a-b-sin(a)

Losange

Cerf-volant

Rectangle

P-A=E—:?'i=ﬂ-c-sin[cr]

B A=a-5b

Cuadrilatére inscrit

(dans un cercle)

a+y=75+4=180°

pa-c+b-d=e-f

(uadrilatere circonscrit

(& un cercle)

at+c=b+d
t+btctd
I"-A=-r'-'lI 2':
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3.6 Cercle

§: corde I: arc Périmeétre = 2m‘r‘|
segment secteur '
Arc (longueur) [ =2xr- Cdes _ T * Orad
Jo60°
Aire | A=mr
o: sécan'te r: tancente Secteur As. = 7 Oder _ lrﬂ Chrad = Sag
. roGTes Sec =TT "3g0e ' M@l T T
W 1
Ageg =17 ( dﬂf,_—'ﬂm('-'-’dag])
Segment . 460 2
r .
== (trad — 5in (Wrad))
Puissance 2
d'un point FA.-PA'=PB.-PB =P8
par rapport - - = ‘
A un cercle QB-QA'=QA -QB =QT

» Equation du cercle I' de centre C{u ; v) et rayon r:

forme canonique distribuer, forme cartésienne
— développer
TZ{I-E{}2+{}?-1’]2=F‘2 F:x2+}r2+ax+b}?+£=ﬂ
— compléter les carrés —

Tangente ¢ 4 T au point T(zg; y) €T: t: (z—u)(zg —u) + (v — v)(yg — v) = r?

-
D
Q.
-
Q
O

-(0

Théoréme de 'angle au centre Théordme de Thalés

» Angles périphériques « éganx. » Angles périphériques v = 90°,
» Angle au centre w = 2 ~.
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3.7 Coniques

Ellipse

Hyperbole

Parabole
J‘I‘

f
Définition |IPF1 — PF2| = 2a PF = PL
Equation implicite 2 N 2 1 2 2 1 ' g |
centre O(0;0) a? TP a2 BT y =<pzx

Equations paramé-

triques centre O(0 ; 0)

{:a:w = a - cos(ip)
y(p) = b-sin(yp)

|

z(ip) = %a - cosh{p)
y(p) = b - sinh(yp)

Tangente en P(zq; wg) t:%ﬁqﬂfﬁﬁ:l t:E—;TD— 5D=1 Yy =plr+ xp)
Tangente:
- ¢ =a?mi+ 12 T = a’*m? — b g= 2;::1
t: y=mT+q ‘
! . . b
Direction conjuguée My = — 7 my ma = + =x
Excentricité 2 2 _p . 2 12
linéaire R c=at
Excentricité . )
. e=—=1 e=—=>=1 e=1
numeérigue a < a ”
Foyers Fy o2 / 0) Fia(£c; 0) F(& ;5 0)
Rayons de 52 2 52
courbure o= = T o r=p
b b
Paramétre p p=-r p=— p
Aire A=mab
Asymptotes a19: Y= :I:% T

Translation de O(0; 0 ) a O'(u ; v):

(©Adrian Wetzel
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4 Géométrie classique dans ’espace

4.1 Principe de Cavalieri O

Deux solides ont le méme volume si
les surfaces A(xr) interceptées par un
plan horizontal sont égales pour toute
altitude x.

4.2 Prismes et cylindres

Prisme droit Prisme obligue » B: Airede base L: Aire latérale
» i : Hauteur
h » Volume: |V =B . i
‘ » Aire: A=2-B + L]
Parallélépipede rectangle | Cube Cylindre

\

Al 27

[ ]

BV =ab.h  V =a° » V=rri.h
» A=2(ab+ah+bh) p A=6a P A=2.7r%+2rr - h
» )= +a*+ b+ h? » D=a+v3d, d=a+2 » L =27r.h

4.3 Pyramides et cones

Pyramide droite Pyramide oblique » B: Airede base  L: Aire latérale
S » 2 : Hauteur
» Volume: V=%-B-h|
» Airee  A=B + L]
Cone droit Tronc de cone/pyramide
5 S 5
" vt c T N
5 = génératrice ;:-r A}
B h §
ry
>V =1 h » Vi= 2 (B+VBT+T)
p A=mrl4+mrs, L=mrs | » Wy =%h (ri? +rira + ma?)
s = h?4 ot b lgp=m-5-(ri+ )
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4.4 Sphere

» Volume: V = % e

(de la boule)

> Aire: A = 4drr? |

(de la sphere)

Volume Aire (surface totale)
%ﬂ'hﬁ(ﬁr — hy) Irrhy + wr®
Zone: %ﬂhgl{EriE—l— 3ry? + ho?) | 2orhy + 72 +rg?
Secteur: %ﬂ'fj ha 2mrhy + wry/2rha — ha?

» Equation d’'une sphére de centre C(u ; v ; w) et rayon r:

forme canonique

—_—

P+{z—w)i=r?

S:(x—u+(y—v

—

- compléter les carrés

distribuer,

forme cartésienne

développer

—

S xt+yi+Zl+ax+by+ez+d=0

Plan tangent IT & une sphére en T(z7 ; yr 5 27):

II :

4.5 Polyedres et solides platonigques

Théoréme d’Euler:

S+F=A+2

S
F
A

.
on {

--'-'-.-......—

(z — u)(zr — u) + (v — 2)(yr — v) + (# — w)(or — w) =1

nombre de sommets

nombre de faces

nombre d’arétes

Les cing solides de Platon (solides platoniques réguliers):

AP @

Tétraédre
(4 faces)

(©Adrian Wetzel

Cube
(6 faces)

BN

(8

Octaedre

faces)

12

Dodécaedre
(12 faces)

lcosaedre
(20 faces)
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Volume V Aire A rayot R du . rayof du .
cercle circonscrit | cercle inscrit
Tétraddre 31% a’ V'3 a? j’i—ﬁ a 31’% a
Cube a® 6 a’ 3’;—5 a % a
‘ Octaddre ‘ 3’;—5 a’ 23 a? j’g—i a 3’;—6 a
Dodécaddre %ﬁ a® |3 ,/ 5(5 + 24/5) a® w a 1“24‘41”@ a
Icosaddre 5[3-1?"5 I 543 a EET_ﬁj a w a
4.6 Solides limités par des surfaces courbes
Ellipsoide Paraboloide Tore
R
— J Ir
» V=2rr'R
» A=drirR

4.7 Calcul de volumes a I'aide des intégrales

-
O
O
-
Q
-

(0

V= ‘FA[;x:I dx

Alx): Aire de section (L &a l'axe Ox).

e Solides de révolution: Volume défini par
une fonction f(x) qui tourne autour de
l'axe Ox:

b
Vo= [(f(z))*dz. voir p. 31.
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5 Fonctions

Définition: Une fonction f : R — R est une cor-
respondance qui a tout r du domaine de définition
[y © R associe exactement un y € Im(f) c R
Im(f) est appelé domaine des valeurs ou codomaine.

f: 2 y= 1))

Fonction réciproque: "f : Im(f) —+ Dy ,,annule” la
fonetion f:

"f(flz))==x resp. f("fly))=u

Pour que la réciproque d'une fonction existe, il est
généralement nécessaire de restreindre le domaine de

Domaine de définition:

définition afin que la fonction f devienne bijective. ]
Ensemble des = possibles:

Trouver la fonction réciproque:

» Graphiquement: Symétrique du graphe de f par * Viz) = Viz) #0
rapport a y = 1.

_ o glz) = glz) =0
» Algébriquement: Résoudre I'équation y = f(x) en =

(si possible), ensuite échanger x et y. e log, (g(z)) = glz) =0

Table: Fonctions et leurs réciproques

Fonction y = f(z) Dy [m(f) y= "f(z)
Inverse %= z! R\{0} R\ {0} % =z}
Carré 2 R y =0 AT = e
Puissance " R " paire: y20 v = v
n impaire: &

Sinus sin () R [—1, 1] arcsin ()
Cosinus cos (T) R [—1, 1] arccos ()
Tangente tan(z) BR\{(n+3)7, neZ} 114 arctan (x)
Exponentielle a® R y >0 log,_ (x)

5.1 Translation, rotation du systéme de coordonnées

Translation de (u) f —FT Rotation de ? = ¥ C:}E[*PJ + ysin(yp)
F=y—o g = —asin(p) + ycos(p)
y Y
Yo p B A
f o B +‘{'['F')"' .ﬂ' i‘ !’-:'L
y| Y x| R (I
7] X ,,.-v_** EPE .
X X
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5.2 Parité des fonctions

Fonctions paires: Graphe Fonctions impaires: Graphe
symétrique par rapport 4 'axe Oy | symétrique par rapport & O(0 ; 0)
¥
% 2
= =
X
[~ 1
f(—z) = f(z)|
5.3 Fonction valeur absolue y
=1 r six =0 [ fix)=xl
|| . { —x six <0 1

® | r| est continue mais pas dérivable en = = 0.

o a-b| = |a|-[b]

|£|_J1L
b1 |8

o [la]=[b]| < [a+b] < |a]+]b]

5.4 Fonctions polynomiales

y=f(z) =anz" + an1z" '+ .. t @z a9 =3 apz”

i

k=0

Oy, p—1, Ap—-2, ..

.,a1,ag € I sont appelés les coefficients de f(z).

ot n: degré de f(x)

(an, #= 0).

Droites (n = 1)

a,=m=>10 3/
Ay
Ax

Parabole (n = 2)

/TN

a, <1

Polynomes (n = 3)

a, >0

St pomnt
d'inflexion

Polynomes (n =4)

a, >0

©Adrian Wetzel
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5.5 Fonctions aflines: les droites (voir aussi p. 34)

» Equation e}:plicite:._f: y=m-T+qg cru|f: y=m-[:n—x‘4]+y.qls Alzs ;ua) €S

o Pente: m = E":y = 3B " P4 _ tan (a)
T T — T4

¢ Ordonnée a l'origine: 4.

» Equations implicites: (plus de détails p. 34)

o f: ﬂ:{r—l—by—l—c={l| (éq. cartésienne)

—

b1 ﬂ' b
ouqi=|, | est un vecteur normal a f.

e f: % + % =1| p, g € B\{0} U {+oc} intersections de f avec les axes du repére.
Fill fa fi L fa w=<(f1: fa)
i P
. : J1
’//fﬂ X
I}
f:y=mz+gq M1 = ma my = ;—i tan (i) = 1?21;1:]11:213

= Autres équations des droites voir p. 34.

= Equation des plans voir p. 35.

5.6 Paraboles (fonctions quadratiques)

lactoriser
(si possible)

compléter .

: a: Ouverture:
le carré

a < 0 wvers le bas M
a =0 wversle haut U

Forme Tactorisée: Forme ¢anomniguoe:

y=alx-x )x-x,) y=alx—ul+v

zéros: Ly 4(x) 25 0)

a =1 parabole normale.
sotnimet: S{H ; V) , .
e b: Terme linéaire.

e ¢: Ordonnée a l'origine.

e Sommet S{u; v) ol

_ b 1%_—-52+-:I.a-:'
2a? T da

i =

= Equations du second degré p. 21.
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5.7 Fonctions x puissance n

flz)=z"| ne@Q

n=~>0 Fonction constante.
l<n<l Fonction racine n-eme.
n=1 Fonction linéaire.

n € M; n>1 Parabole degré n-eme.

n € & n <0 Hyperbole degré n-éme.

5.8 Fonctions rationnelles

_Ulz)  ana™ + any 1+ L+ e + ap degré: ne M, me MN\{0}
C Viz) bpa™ + bpaz™l + L+ Bx + by coefficients: a,,, b, #0

f(z)

» Asymptote verticale: y — 4oo

x = x; est une asymptote verticale de f(z) si Y
o
lim f(zx) = +oc (,vraie” division par zero pour r = z;). .
T—T0 E £
e
? ~ K
» Asymptote horizontale / obligue: 7 e
Fonction polynéme a(z) dont la fonetion f(x) o
s approche pour = — +oo: thznhlm[:f{n:] —alz)) =0 ’ ¥ X
_x'—1Ix
en<m: lim flz)=0 = a:y=0 ﬂ-‘:]_lf_ﬁ
r—+oo

e n=mm: lim f[mjzﬁ = a:y=fm"“

r— =m0

_ division _ Ulz) Rz o Blx)
¢ 0> {euclidiﬂnne:} f(z) = Viz) — a(z) + Viz) Y TEI:I:ﬂm Viz) — 0

= Pour n = m + 1 l'asymptote a(x) est une fonction polynome du degré (n — m)
(voir p. 15, 16).
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5.9 Fonctions exponentielles, fonctions logarithmes

a>0 el

» Fonction exponentielle: | y = f(z) = a®

Base particuliere: Constante de Néper: e= lim (14 1)" = 2.718.. .

— O
aussi appelée "Nombre d 'Euler”

» Croissance exponentielle: | N(¢t) = Np-af| on  N(t) = Ny -e*?
e N Population initiale . (1 3 § .
107 =(35) 10° & 2
e N(t): Population au temps ¢ '
e a=1+4 % Facteur de croissance (a = &)
e p: Croissance en % par unité du temps
e k: Constante de croissance (k = In(a))
. In(2 In(2 D<a<l
. Deml—vle:Tz—EEE]lz——};—l, {.Iii:"::'[]
= Lois des puissances, racines et logarithmes voir p. 5.
= Dérivées et primitives voir p. 29.
» Fonctions logarithmes (Régles de calcul des logarithimes voir p. 5):
- _ x>0
fl[.l‘jl—lﬂgu_[.l'” a>0; a#l
"f(z) = log,(x) est la f. réciproque de f(z) = a®: ¥
10" e* 2%
e Logarithme décimal:
r 8 I
f(z) = logyg(x) = log(x) | |
LDEI:].['T;I =z, ID]DEEIJ =T [1! = {];] T hngﬂ}.i
ieq| 4 S
o Logarithme népérien (naturel): = 'L = :';%:{}ﬂ
T ¥ 1
*f(z) = log.(z) =In(z)|, In(z)=[1adt : ! —1oBlY)
1 =
L :
In(e®) = =, ele) =z (z>0) k ‘\{DE" log,(1)=0
&E'%,En&; 1’” 1 -—
e Logarithme binaire: ¥ a:‘]f @
*f(z) = logy(z) = Ib(z)|
log,(27) = =, 2egalz) =z (z > 0)
= Dérivées et primitives voir p. 29.
(©Adrian Wetzel 18



5.10 Fonctions trigonométriques
» Définition: (voir p. 6)
Triangle rectangle: 0 < a < 90°

Cercle trigonométrique: o« € R

P o -
__ v __ cote oppose
sin(a) = T hypoténuse
g
¥ E: [ ]I _ u __ cote adjacent
G @ COS\®) = ¥ = Thypoténuse
i
L] . r
- __ v __ _chté opposé __ sin( o)
v 8 tE!.-DIi ) ~ coté adjacent cos| o)
coté adjacent
=
: ™ \ , o
Radians: z =« - 1805 longueur d’arc = correspondant & o (en degrés) dans E \
. ; vy . =
le cercle trigonomeétrique. o f
» Graphes: 3 ?'?
. >
H | Wx) = sin(x)| w

|yix) = tan(x)|

£]A -45
l—pal@ | 3

Deprés: o =0 3607
Radians: x =0 .. 21

» Propriétés et table de valeurs particulibres:

HE - e

| 0°=0(30°=7|45° = F|60°= F(00° = F | périodicité |  symétrie
sinfz) | 0§ | 7 fé—g I e P S i 4 B
ooste) | 1| L0 | |
tan(z) 0 _1,3@_ 1 V3 (Zoc) tan(z :fi; : :‘;ﬂ(ﬂ tan{ —z) = — tan(z)
» Domaines de définition: Dy, =D... =] Dian = R\{(§ + nr), n € L}

» Domaines de valeurs: Wain = Weoe = [—1,1]

arcsin(z) [ écrit parfois s
» Fonctions réciproques: { arccos(z)
arctan(r) ( écrit parfois tan~

©Adrian Wetzel 19
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( écrit parfois cos™!(x)
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Relations et proprietés des fonctions trigonométriques

tan (r) = z‘i—g sin” () + cos? (z) = 1 cm&m =1+ tan®(z)
sin (—z) = —sin (x) cos (—x) = cos (x) tan (—x) = — tan (x)

sin (7 — x) = sin (z) cos(m — ) = —cos () tan (r — r) = — tan (z)
sin (§ + z) = cos(z) cos(§ +x) = Fsin (z) t&n[%:l::c]:q:m
¢
2cos?(z) — 1
sin (2x) = 2sin (r)cos (z) | cos(2z) = { cos? (z) — sin (z) | tan (22) = %&%
{ 1 — 2sin®(x)
. T l—cos(r x 1+ cos(r b 1—cos(T
in? (5) = 50| oot (5) = 1) tan (3) = 12220

sin (x £ y) = sin (x) cos (y) & cos (z) sin (y)

tan (r £ y) =

tan (=) + tan(y)

1Ftan (r) tan (y)

cos (xr £ y) = cos(x) cos(y) F sin (x) sin (y)

sin (x) 4 sin (y) = 2sin [:T+ wj cos (TE:J:]

sin (x) — sin (1) = 2 cos (42) sin (5%)

cos (r) + cos (y) = 2 cos {%H:} CoS {T—EH}

T4

cos (x) — cos (y) = —2sin (%) sin (552

= Dérivées et primitives voir p. 29.

(©)Adrian Wetzel
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6 Equations

6.1 Théoreme fondamental de 'algebre

Sur |, tout polynome de degré n peut étre écrit comme produit de k£ < n facteurs linéaires ou

quadratiques irréductibles g(x), go(x), ... ,g.lx) F 0
factoriser (si possible)
-’_.___...--—"'" ""---...__‘
forme cartésienne: forme factorisée:
@, X" +a, X' + .. taxta =0 @, (X —x) - —xp) o - ) (X)) - gl x) =0

> solutions x,, x,, ....x

"""'-...._,___ e

distribuer, développer

6.2 Equations du second degré

ar*+br+ec=0 abce Ra#0 Théoréme de Viete:
Discriminant: | A=k —4g ¢| Produit des solutions: xp -39 = E
Solutions: =z = _&i“ga_d’“ A=0 Somme des solutions: z; + 19 = — g

6.3 Equations polynomiales (degré 3 et supérieur)

ar®*+br*+ex+d=0 abecde R, a#0.

La division de I"équation par a # 0 méne & a’ = 1, done 2 + ¥'z? + dz + d' = 0. §'il existe une
solution entiere (x; € &), celle-ci divise d'. Il suffit de trouver une solution =y en essayant les
diviseurs de d' et ensuite de diviser 'équation par (r — z;) (division euclidienne).

6.4 Algorithme de Newton
¥ 1,

Trouver un zéro Z(rz ; 0) d'une fonction $  Méthode de Newton
f(x) donnée: Partant d'une valeur initiale z,

construire une suite recursive 1, ra, T1,... de

limite zz. zero de f.

Choisir P1(x1 ; f(x1)) avec f'(x1) # 0. Puis:

»X
'tl
H s . 3 #
Tpil = Tp— ﬁ:[:::lj ﬂ_m}:n TZ [la. suite n'est pas forcément cﬂn?ergente.]l

©Adrian Wetzel 21

Equations
Matrices



7 DMatrices, systemes d’équations linéaires

7.1 Systemes d’équations linéaires, matrices 2 x 2
a T + by = ¢ ay by z\ e o | —
{ s + boy = 4 = (ﬂz bg) : (y) — (Cz) équivalent: |M -7 =z

TP . _ by p.
e La multiplication & gauche par l'inverse M~ de M 'P M =(H' 'J B (‘; é)
resout l'équation M - =¢ en T

3
¥=M"1.2| (uniquement si M~ existe).
.--"""'#

a; b 5 Aire:

o L trice M = I ‘sente transfor-
a matrice ay by représente une transfor det( )
mation lindaire de B2 — B?: A tout vecteur F:[ﬁ‘)
s IO 1 H‘.I"_I..'
T = correspond un vecteur '.‘_____.a-

f
so ()= (@ ) (7). — 4 -X
Cy ay b y €, 1 - 3

e Les colonnes d, b de la matrice M sont les images des vecteurs de la base canoniqgue
— — " " & 1 v F L -
(€x, £y) par la transformation linéaire associée a la matrice M.

7.2 Opérations et propriétés des matrices:
1 ... 0

10 " |
p Matrice unité: Ig=({} 1),Ig= 01 0)L,=]"
0

0 1 -
0 ... 1

» Addition, soustraction: a b 4+ (" ) = atum bhte
1o &\2 g o ﬂ-g:l:ﬂig bg:l:t'g

o M+ M=M=+ M o (M;+ My)+ My = M, + (M + M)

ST x . a1 b'l . .I:ﬂl Lb-l
p Pré-multiplication par un nombre réel: & - (ﬂz bg) = (kﬂ2 I:b-;) Eelk

. 1. A b T a1 + by
» Post-multiplication par un vecteur: = . =
- (ﬂz ba Y aaz + bay

ay ba U g agui + boua  agwi 4 bowy

o MMy # M,y M o (My-My)- M= M - (M- M)

» Produit de deux matrices: (-:11 bl) : (“1 ?"1) — ('511“1 tbiuy ayvy ‘|"51"'*'2)
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» Matrice
transposée:

o (My+M)T =M +MI o (M,

» matrice inverse: M- M-1=M-"1.M=1,

—1
—1_ [(® by 1 by —by
M _(ﬂi bg) detmﬂ(_ﬂi al) det(M) # 0.

p» Déterminant: det (ﬂl bl) =a1by —asly

a b ba o as
det |as bs oo | = aq - det (bz “) — by det( B
as by e 3 Ca a3

o det(A- B) = det(A) - det(B)

o det(AT) = det(A) det(A™1) = .:letli.ai]l

My)T = MT . MT

T
T €l 51 | th daa dg
MT— (91 b} _ (o1 a CMT=lay by | =B B b
as by b ba
13 b;g cq i [ e B e |

o (MY =M

o (M. M)t =M;1. M
o (M1 t=M
o (M-I = (MT)-!

o as by
*‘-‘-3) + o - det (ﬂg bg)

o det([,)=1
o det(k-A) =k"- det(A)

» Rang: Nombre de lignes linéairement indépendantes. La matrice n x n M est...

o reguliére si det(M)#0 < rang(M)=

n < M existe.

o singuliére si: det(M) =0 & rang(M) <n & M nexiste pas.

» Matrices orthogonales: M -MT =MT .M =1, ou MT = M-1

» Vecteurs propres, valeurs propres: Le vecteur v 7 0 est un vecteur propre de M associé
a la valeur propre A, s1i Mv = A#. La transformation M ne change pas la direction de v.

¢ Equation caractéristique:

det(M — M) =0

ALy Ag, e

=—

¢ Trouver les vecteurs propres v, # O:

» Algorithme du pivot de Gauss:

e Multiplication d'une ligne par un nombre.
e Addition de deunx lignes.

¢ Permutation de deux lignes.

p Matrices particulibres:

(M —MT1)-7,=0 = &, in,..

Résoudre un systéme d’éq. lin.:

e Lcrire le systéeme en forme de matrice:

M | ].

e Transformer M en une matrice unité a

'aide de l'algorithme du pivot de Gauss.

(cn-s[r:v] — sin[cr]l)
sin () cos| o)

(o)

0

Rotation d'un angle o Symeétrie par

dans le sens contraire anx | rapport a l'axe

aiguilles d une montre.

Symétrie par

Oz, rapport a l'axe Oy.

©Adrian Wetzel
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8 Suites et séries

» Une suite ay, as, as, ...

e Définition explicite: ap = {expression en k uniquement }.

est une fonction a: M — R,

;L'Htl;;.

e Définition récursive: a;; = {expression en a;, a;_i,... } ainsi que a; donné.

| mn
 Une série sy =ay, sy=ay +aa, s3=ay+as+aa, ... .sﬂ:E ay,
k=1

est la suite des sommes partielles d'une suite {ax }ren donnée.

8.1 Suites et séries arithmétiques

Différence d constante entre deux termes consécutifs:

Définition | récursive explicite
Suite Qg1 = ag +d ap =a1+ (k—1)-d
Série Sntl = 8p + Gpid sﬂ_=%-(a.1_—|—ﬂﬂ_]=%-I{2m—|—[n—l]-d]‘

8.2 Suites et séries géométriques

(Quotient g constant entre deux termes consécutifs:

Définition | récursive explicite
Suite Apt] = A - § ap = aq - q}"_i |
Série Sn4l = 8p + Gyl Sﬂ.=ﬂ-1-ﬁi g#1, sp=n-appourg=1
s = f}l_irg; sn=12-| silg<1 (série géom. infinie)
8.3 Autres séries
n 2
1 1 1 1 T
5, = —1 s
Sn 3=E=:1Fj Tty et 2%
= 1 1,1 1 ‘s .
S, = 2 = 1+ 5r g T-to m o0 (série harmonique)
= 1
sn=3  k=3n(n+1)
k=1
b
sp=12 k*=2(n+1)(2n+1)
k=1
= 3 1 2
sﬂ_=kz_:1k =(gn(n+1))
(©Adrian Wetzel 24




8.4 Limites

Détinition: Une suite a,, est con-
vergente de limite a = lim a,, s'il

existe un indice ¥ € I tel que
||ﬂﬂ—ﬂ|-:::.f-:| pour tout n > N et
pour tout nombre £ > 0,

Pour n tendant vers 'infini, la distan-

ce entre a,, et a devient arbitrairement

petite (inférieure a tout £ > 0).

e Une limite est toujours unique et finie.

e Les suites sans limite ou celles de lim a, = +oc sont divergentes.

=2
e Expressions non-définies:  §, —E-:—:-;"—, 0-(£oc) et oo—oc

» Régles de calcul des limites: 51 a= lim a, et b= lim b, existent:

—oo — OO
e lim(a,+b,)=atbh ¢ lim(c-a,)=c-a
—+ oD R—0o
iiﬂ[ﬂn'bn]:ﬂ-'b -Jﬂﬁz%’ﬂb%n

= Des régles équivalentes sont valables pour des limites du type lim f(z).

T—+ T

0, si-l<a<l
» Fonctions exponentielles: lma*=4 1, s a=1
r— o "
oo, 8 a>1

» Fonctions rationnelles:

0 .
. G + ap 12" 4 .+ a1z + ap e
lim =4 32, sSn=m

z=oc b x™ + b, jxz™ ! 4+ ..+ bz + by

too, sEin>m

» Régle de dominance (régle des puissances comparées):

e La croissance exponentielle est plus forte que celle des puissances: lim z" -7 =0

F—o0 -
QO
e La croissance des puissances z, n > () est plus forte que la O
. , . . In(x) -
croissance logarithmique: | im =10 O
(0
» Régle de 'Hopital: Si lim f(z) =0 (ouoc) et lim g(z) =0 (ouoc), alors:
T—+T0 r—rn
m £ — pm M (si lim fiz) existe) Exemple: lim sin(r) _ g 5@ _ g
rzg 9(T) rza 9 (T) r—rg 9'(T) r—0 r r—+0 1
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8.5 Valeurs moyennes

Solent n valeurs zy, 35 ..., x,, donnés.

¢ Moyenne arithmétique simple: |z, = & +IE’:“‘+E“ (voir p. 39)

1T+ pPaFa+ ...+ Pp Tn
mtprt+..+pn

¢ Moyenne arithmétique pondérée: T, = £

oll p1, P2, -.., Pn. sont les coefficients de pondération (fréquences) des valeurs x1, z3 ..., .

— Tl + 73+ ..+, 2
TQ = -

e Moyenne géométrique: .E.; = yr1 -T2+ ... :.-:ﬂ_|

e Moyvenne guadratique:

-1
¢ Moyenne harmonique: Ty = n- (:il + Elz + ...+ Ii) z, # 0

Inéquation: Ty <Tq STy =Tg vautsiz, =0pourtout k=1, 2, ..., n.

8.6 Section d’or
Rectangle d'or:

La Section d'or @ est le rapport harmonique | ® = % = £ :b ol
2 F 1 145 _=1.618...
P-2-1=0 > 0= gu= { T = —0618...
a b
Propriétés:
P Section harmonique du
« D —_ % segment A B:
e & est irrationnel et peut aussi etre écrit sous la forme:
1
@=\/1+\/1+J1+... db=14+—T71—
L+ =

8.7 Induction mathématique

Méthode de preuve pour des assertions A, sur les entiers naturels. Régles d'inférence:
(I) Ancrage: Vérifier que 'assertion A est vraie pour n = 1.

(II) Pas d'induction (pas de n & n+ 1): Montrer par récurrence que & ; est vrai, sous
I'hypothese d'induction que &, est vraie.
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9 Mathématiques financieres

Facteur d'intéret: g = l-I—ﬁ =1+

{

intérét (annuel) en %

;— B

ks ¢ taux d’intéret.

» Intéret composé: Capital initial K, durée de n périodes d'intérét (ans):

g R gk Tk TR r % A s
ﬁl'u q ﬁl'] q ﬁl'l ] | ﬁl'ﬂ_] ﬁl'n Valeur finale: K, = Kg-gq [
N - v - v -1 v~ = lemps ,

1 1 1 4- 1 Valeur initiale: | Ky = K, - =
T T U T 0 nogn ‘

» Intéréts simples / composés:

intérét simple

intérét composé

Intérét continu:

Capital K7 an bout de T°

jours (sans int. compose):

m périodes d'intéret par an.

Durée totale: n ans.

paiment d'un intéret continu

(arbitrairement petit ):

. . .7 | -\ T T - - - —
T= D—'—Kn.%.ﬁ[ Kﬂlmzﬁn.(l—F#) ‘ ES=Tiﬂﬁﬂ'm=ﬂD'Eiﬂ
Taux d’intérét effectit: - m périodes d'intérét par an
=
y — 1 l m _1 !L - A U — L - ,E
o ( - m) R K Y Y =1+ = %} s temps
I !{}'anﬂ' | Kﬂ-\-\_\___--__——_\_;{f_t‘ﬂ: .il +_;e1;|___________# Km

p Calcul des rentes '[:ID}'EI‘E,): Au capital initial K sont payées n rentes (loyers) R:

Moyennes

rente versée a I'avance

rente versée i terme échu

K,[ 1" K, 1K, K. TK,
| | | | ™
+R +R +R +R

B, : val. initiale

val. finale: E,

K[ 1K, 1K, K 7K,
| | | | ™

+R + +R +R

B, : val.initiale val. finale: E,

val. initiale B, =

val. finale E_ =

val. initiale B, =

val. finale E, =

. R n_q ' n_q ' n_q
D‘|‘F1’Eq__1 anﬂ-l-Rq'%_—l Knt?ﬂ-l-R'qq_—l

R’ g"-1
‘Kﬂ—l_qﬁ- q—l ‘

= En cas d'amortissement,  est appelé taux d’amortissement ou annuité (voir p. 24).

» Dérivées en mathématiques financieres:

Fonction marginale Taux de croissance Elasticité
: ; af '
TR _ ) d _ _ . L)
fie) =4 r(6) =58 = $ (50| (o) =4 == 55
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10 Calcul différentiel

Condition préalable: Soit donnée une fonction continue f: R — R, =z~ y= f(z).

¢ Pente de la sécante:
Taux d’accroissement moyen

de f(x) dans [z, x+h]: ¥y w p, Stcante
Ay _feth i@, ! ==t
* Az h

Ay = fix+h) - fix)

¢ Pente de la tangente:
Taux de variation instantané

A la courbe f(zx) en P(x ; f(x)).
Définition de la dérivée pre-

midre (nombre dérivé):
Ay _df . fe+h)—f@) _

=Y v i~ N

10.1 Regles de dérivation: A\ _
Conditions pour des extrema et des points
Soient y = f(x), ¥y = u(z) et y = v(x) d'inflexion: Relation entre f(z), f'(z) et f"(z):

des fonctions continues, ¢ une constante.

Fonction = flx) = valeurs y de f f

p Constantes:

f@)=u@)te =  flz)= ()|
f@) =coul@) = fla)=c-u(@)]

X
» Somme, diff.: f(z) = ulz) +v(z) f eroissant | f décroissant [ eroissant
o ' ' (x) =0 ﬁ'} =0 0
f{xj:u[z}:l:v(:i:” r r |"Im;1f}E |
'y [@€rivée o= =/"(x) = pente de Ia tangente de [

hPldet flz) =u(x)-
fla) =w(z) v(z) +ulz) v (2)]

fa) = £ By AR R
" qErivEe T =] ) = concaviiG def |
» Composée: f(z) = u(v(z)) o
f@) =) - v(e)= 5 - )
,,dér. externe fois dér. interne.” |
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10.2 Conditions pour les points particuliers:

f fnl' JC.I'.I' JC.I'.I'.I'
Zéro L(zgz [ 0) flzz) =0 - - -
Maximum Hizy / flzm)) f’(mgj;l} f”(:ngj-::{} -
Minimum Blzg / flzg)) fllze) X f'lze) :t 0 -
: ! * " * [ ‘
Palier P(ep [/ flxp)) fllzp)=0 | f'(zp)=0| f"(zp)#0
L
Point d'inflexion | I{z; / f(x1)) - f”(m;j!ﬂ filxzr)#£0
% = condition nécessaire, (% + #) = conditions suffisantes.
10.3 Table de dérivées et primitives
e dériver —— dériver —_—
primitive Fix) fonction fix) dérivée premiére f'(x)
— intégrer —— — intégrer ———
':j: [n # —1] z" n ™l
1 — 1 —
In(| z|) — =z 1 —— = -z 2
3TV VI = 1 ?:G
e" e’ e’
1 -
z (In(| z|) — 1) In(] z|) r=7"
111(1-51] a® a” In(a)a®
1
1]1?&], (In ([ =[) — 1) log, (| z|) z In(a)
A observer: Variable = toujours en radians!
— cos(x) sin(x) cos( )
sin(x) cos(x) —sin(x)
— In (cos (x)) tan(x) E:ﬁlm = 1+ tan®(z)
% (x — sin(x) cos(x)) sin?(x) 2 sin(z) cos(x)
‘ % (x + sin(x) cos(x)) cos?(x) ‘ —2 sin(x) cos(x)
z arcsin(z) + /1 — 72 arcsin(z) 11—_1:
‘ rarccos () — 41 — x? arccos| T ) ‘ — 11_T
, :
x arctan(x) —IH{IE_H} arctan(r) Eg1_|_—1
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11 Calcul intégral

Définition: F(x) est une primitive de f(z) si F'(z) = f(x). Deux primitives Fi(z) et Fs(x)
de f(z) ne différent tout au plus que d'une constante: Fy(x) = Fi(z) + C. La constante C
s'appelle constante d’intégration.

e Intégrale indéfinie: Ensemble de toutes les
primitives d'une fonction: y f

[ flz)dz ={F(z)+C |C e R}

e Intégrale définie:
Théoréme fondamental du calcul intégral:

¥ =fx)
AN

b Y . X

A= [ f(z)dz = F(b) - F(a) = [F(z)]} a b

A= Airesons f entre z—=a et z=b s f(z) >0 pour tout € [a, b
11.1 Regles d’intégration
» Constante: JF flz))dr=c- f flz
» Somme et différence: _F z)xv(z)) dr = fu. dr + fv

8 a
> Signe d'une intégrale: [ f(a)dz = — [ f(z) ds
» Relation de Chasles: [ f(z)ds = [ f(z)dz + [ f(z) dx
> ..Signe” d’une aire: }EEE gzi i E E: g } = ff[ijdm { Eg
> Airc entre f1 et fa: A= [|fa(a) — fi(c) | de Y S
> Intégratiﬂn par parties: e A .
2
fﬂiﬂ v'(z) dz = [u(z) - v(z)], — fﬂ (z) - v(z) dz Ta T b ¥

» Intégration par changement de variable: Soit f(z) = u( v(z) ) une fonction composée.
Soit [/ » ) une primitive de u(v). On a:
| (b)

b
[u(v(z)) - v'(z)dz = [ uv)de=[U(v)]:)

vie)
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11.2 Volume d’un solide de révolution, longueur d’une courbe

b
e Rotation autour de 'axe Ox: V, == [(f(z))*d=x

1
fib)

(3énéralisation voir p. 13.

fib) Ha);
Vo=m [ ("fly))*dy

fla)

e Rotation autour de I'axe Oy:

y = flx) bijective.
r = "f(y) est la réciproque de y = f(x) (voir p. 14).

e Longueur de f(x): L =_,|E\/1 +(f(z) ) dx

11.3 Séries de puissances, Polynomes de Taylor

» Polyndme de Taylor T, (x) : Approximation d’une fonction f(z) an voisinage de zy
par une fonction polynome du degré n:

Talz) = > % F¥Nxg) (x — z0)®| ont f%(z) est la dérivée k-tme de f(z). En détail:

k=0

Ta(z) = flzo) + f(zo) (z — z0) + %f”[ﬂe‘n] (x — z0)® +... + % f™ (o) (z — zo)™

Erreur z—xy) "

Reste } Rnliit;l = fl:l‘;l — Tﬂ(:ﬂJ = lzl:nT:l.r f[ﬂ-+1J|::ED + ﬂ.(:g — -Tl:l:ljl:- Deca<1

p Séries de puissances:

Terme | Série de puissances domaine
(14 )" l—I—(ﬂ)J:—I—(n)xﬂ—l—(n)xg—l—... nel; |z <1
1 2 3

1_}_3 1 —z+ a2 —2° + ... |z| <1

1+ = l-I—%:r:— ﬁ&:g—l—%xs—%&:dﬂ:._ |J:|-::1

et 1+ =+ %xﬁ—l—%xa—l—‘i—l!:ud—l—... reR

In(z) |(z—1)— 3(z—12+3(z—-1*F... D<z<2
sin(x) :a:—%:r:a—l—é:r:s— T—l!xT:I:... rel
cos( ) 1—%:::2—%%1?4—%3:6:&... rel
tan(z) =z+ %I‘?‘—I—l—zﬁxs—l—%:ﬁ? + ... lz| < 5
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12 Géométrie vectorielle

Définition: Un vecteur 7y décrit une translation. Un vecteur posséde une longueur (norme)

et une orientation (direction).
Tout vecteur peut etre arbitrairement déplacé: Un vecteur n'a aucun point de départ fixe.

 Vecteurs unité:

1 0 0
‘-;T = D L Ey= 1 H E_‘ = [}
0 0 1

p Combinaison linéaire: Tout vecteur
tridimensionel ¥, peut etre écrit comme

combinaison linéaire de e,, &,, e.: -y
oy

FA: y =ﬂ'IET +%Ey+ﬂ':'§;'
Clz

g, Gy, @- sont les composantes de 74.

Cly
. " —— v . :
» Vecteur position de Ala. ; ay ; a.): 74 = OA = | ay |: vecteur de 'origine O au point A.
ﬂ'ﬂ
» Norme (longueur) d'un vecteur: ‘ 7|l = | ETK}| =, /ai + a; + a:

» Addition, soustraction, vecteur résultant:

vecteur défim par

oy bi‘ oy :I:bi' deux points:
rtaxtrg=|ay, | £ | b | = | ayLh AB=F%-F
Chz b: il :I:bg

vecteur défini par deux points: Vecteur position
du point final moins vecteur position du point initial.

p Multiplication d’un vecteur par un réel vectenrs
Vecteurs colinéaires a et b colinéaires

B a, k-ag 24,
b=k.-d=k-|a, | =|Fk-a, & %E.V
. k-a, /—%ﬁ

Vecteurs coplanaires: ¢ est coplanaire a @ et b

vecteurs coplanaires

s1 ¢ peut etre écrit comme combinaison linéaire de ad et b: .
~ ~ — F C .
c=t-at+s-b avec t, s € .

a
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» Point-milieu M de A et B: 7y = 1 (74 + 7p)

» Centre de gravité S du triangle ABC:

. =% (Fa+ 78+ 7C) (voir p. T)

» Produit scalaire:

Ay b,
a-b=|ay | - | b | =0acbh: +ayb, +a.b.=|a|-
.y b,

» Angle ¢ entre 7 et b: cos(p) = m

» Vecteurs perpendiculaires: a 1b < da-b=0[si

» Produit vectoriel:

. A by ay by — ag by
c=axb=|ay | x| b | =|0a:b: — a:b.
1y b: ﬂ'::by_ﬂyb::
F1d et ZL15
|2l =laxbll=Iall - &l - Eiﬂ(ﬁﬂ]‘

| Z|| : Aire du parallélogramme défini par a et b.

» Produit mixte:

[a:- E:E]:[EE E'j E=d'Et[E:- E:Ej‘

V' : Volume du parallélépipede engendré par a, bet Z.
V=|(@ x b) - &| = |det(a, b, 3|

a
» Vecteur unité en direction de a: |z = ng ‘
— B . b =_.n"" E
» Décomposition de b en composantes par- b o
alléles et perpendiculaires 4 a: A )
1}

T __" _"__"_ E:‘r —_

=11

I
b= &7z @

» Rotation d’un vecteur bidimensionnel @ d’un angle :
o= () = (el T
Y z - sin(y) + y - cos(y)
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12.1 Droites (voir aussi p. 16)
12.1.1 Dans le plan

» Equation cartésienne: f:ax + by + c=10

e Vecteur normal: # = (E) 1 f

e Vecteur directeur: v = (_b) | f

|a-zp +b-yp + ¢

e Distance du point P(xp; wp)a f: d(P, f)= T
e Bissectrices de deux droites; Sftbiyteo _ 4 mzthyt o
a1 + b ® v/ a2? + ba?
fill fa il fa w=<(f1: fa)
N
7, i
/ j‘ h P
Sz
f:ry=mzr+gqg my = my my = 'i';Ti tan () = 1ﬂ-:1111mr$13
. 3 L S ¥ -
froF=7a+ A i=k -5 Gt =0 | eos(v) = TR
— =~ A S o Yy — 7T
12.1.2 Dans 'espace
S Z plan Oyz

» Equation paramétrique: f: A= r=ra+ A7

e Point ,,initial”: Point A donné sur f (A= 0).

e Vecteur directeur © : vecteur parallele a f.

plan Oxz

e [races 5., 5,, 5.: points d'intersection de f
avec les plans de coordonnées.

= Equation des plans voir p. 35.
» Distance du point P a la droite f: =74, + A- ¥

JEx AP
d(P, f) =51

dans |'espace:

e Distance entre deux droites
fiir=74 + A1) et fzi

(fl:- .fﬂjl

dans l'espace:
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12.2 Plans

» Equation vectorielle: |IT: r=74+t-ti+s5-7

e Sitrois points A, B, C ou si un point A
et deux directions différentes
U= ﬁ et ¥ = ﬁ sont connues.

e A toute paire (¢, s) correspond exactement
un point P (de vecteur position 7) sur IL

» Equation cartésienne: | O: - (F—74)= III[ Tesp.

e vecteur normal:

oIl | I — nj =k -nz

o I} LTIy <= ny -na=10

plan I1; et

e Angle ¢ entre {plan Ia:

| 7iy - 7ig |

= — << o < O)°
cos(p) = [y | 0S¢

. point P(u; v; w) au
plan IT et e Distance du { _
¢ Angle ¢ entre {drnite g plan IT:
Eiu{g}:ﬂ”— 0<ea<90° law+bv+cw+d|
a“+o+c
8 v
= c
Equati le du plan: SS
* Bduation norinate dit plaf: e Plans bissecteurs: e
__ar+bytecz+d Bio: H — +H
H[-’b‘:ﬂ:ﬂ—w—ﬂ | 12: Hi(z,y,z) E('T!yrz]ll
P, g, T#0 E
i ili . o Ey 2 »
» Equation utilisant les traces.‘l'[. , + . + = 1‘ { b 4. =00 sont admis. S
-
O
-
(D
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12.2 Plans

» Equation vectorielle: |IT: r=74+t-ti+s5-7

e Sitrois points A, B, C ou si un point A
et deux directions différentes
U= ﬁ et ¥ = ﬁ sont connues.

e A toute paire (¢, s) correspond exactement
un point P (de vecteur position 7) sur IL

» Equation cartésienne: | O: - (F—74)= III[ Tesp.

e vecteur normal:

oIl | I — nj =k -nz

o I} LTIy <= ny -na=10

plan I1; et
plan ITa:

e Angle ¢ entre {

| 7y - 7ig |

= — << o < O)°
cos(p) = [y | 0S99

. point P(u; v; w) au
plan IT et e Distance du { _
¢ Angle ¢ entre {drnite g plan IT:
|4'ﬁ o
;a§+§+c§
3y
o8
e Equation normale du plan: : oo
e Plans bissecteurs:
__ar+bytecz+d Bio: H — +H
H[-’b‘:ﬂ:ﬂ—w—ﬂ | 12: Hi(z,y,z) E('T!yrz]ll

» Equation utilisant les traces: |[IT: £+ L 4+ £ =1 a5 70 E
R D r p, 7, ¥ = oo sont admis. o
-
O
-
(0
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. J Evénement impossible: P(@)=10 N
Evénement certain: P(Q) =1

1-P(A)|

e Evénement contraire: P(A)

e Additivité: |P(A U B) = P(A) + P(B) — P(ANB)|

e Probabilité conditionnelle: P(B|A) = Probabilité que B se réalise sachant que A est

déja réalisé: Réduction de I'univers Q4 A: | P(B|A) = % = FEPJ&T:EF:I

e Multiplicativité:| P(A N B) = P(A) - P(B|A)| (Formule des probabilités composées)

e Deux événements A et B sont appelés indépendants, si| P(A N B) = P(A) - P(B)|.

¢ Distribution binomiale (Bernoulli) voir p. 38.

13.3 Distributions des probabilités

Distribution discréte: Distribution continue:
La variable aléatoire X prends une des n  La variable aléatoire X prends des valeurs
valeurs {x1, z2,..., T} avec les probabilités  z € R quelconques. La probabilité d’observer
(facteurs de pondération) pi, pa,..., p.. la valeur x est donnée par la fonction de den-
sité f(x).
&
4 & P(=Yp Ap aire: A f
P k P 2= | fix)dx
1 = F(z) =p(X<2) e J.f :

[ ‘ qﬂx} u.s%
il 1 . X o

X

X Iq X, Il 711 7L z
Fonction de densité Fonction de répartition Fonction de densité Fonction de répartition
(probabilité cumulée) (probabilité cumulée)
i) e
pitpet...tp=Y pm=1 Normalisation [ flz)dze=1
jl:=1 —_ T
| _ n Valeur moyenne I = _
ElX)=u = Elpj" ok (espérance) HER __J; i et

ViX)=0?= i Dy - (zp — p)? Variance ViX)=ec*= [ flz)-(z —p)ds
k=1 e

5(X) =0 = /V(X) | Ecart-type 5(X) =0 = /V(X) |

Solent X, Y deux variables aléatoires et a, b des constantes. On a:

E(a-X + b-Y)=a-E(X) + b-EY) Vie-X + b) =a?-V(X)
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13.4 Distribution binomiale (distribution discrete)

L'univers est constitué de deux événements: £} = {A, A}, avec les probabilités constantes
P(A) = pet P(A) =1 — p. La variable aléatoire X compte le nombre de fois que 1'événement
A est observé dans n répétitions de l'expérience. On écrit X ~ B(n, p). La probabilité que...

e A soit réalisé au moins une fois: P(X >1)=1—(1—p)"|

e A soit réalisé exactement k fois: P(X =k) = (E) pt(1—p*

e A soit réalisé au plus z fois: P(X <z) = (?E) p"(1—p)" | 0<z<n
k=0

e Espérance: E(X)=np éeart-type: o= y/np(l—p)

e Pour np(1—p) > 9 la distribution binomiale (loi binomiale) peut étre approximée par la
distribution normale (loi normale).

13.5 Distribution normale, loi normale (distribution continue)
e Fonction de denstité: X ~ N (p, o)

2
_ (z—n
f{;gj 1 e %’A’L Distribution normale: Distribution normale
7 X~ Ny, o) centrée réduite:
Z ~ N0, 1)

Distribution normale centrée réduite:
2

fz) = =€ T| ZnN(0,1)

¢ Fonction de ripartitiﬂ:l: _Sf?:nf';jli P = f
b(z) = ?;rrg_f e~ Tot g F(—z) =1—F(+=2)

[Dhistribution normale centrée réduite:

b(z) = ‘% f T dt (= Tableau dans la couverture interieure & la fin)

— o0

e (Juelgues probahbilités fréquentes pour la lol normale:

uwEt 1o u + 2a u =+ do

P(| X —p|l<lo)=683% | P(|X —p|l<20)=09654% | P(| X — p| < 30) = 99.7%
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13.6 Statistique a une variable

Soi X = {xy, @y, ..., x3} I'ensemble des valeurs on ny, ng, ..., n; sont les fréquences
absolues correspondantes.

ik
Le nombre total d'observations est donné par n =%  n; =n; +na+ ... + ny.

i=1

k
Les fréquences relatives des z; sont définies par p(x;) = % on Y plz;) =

i=1
données individuelles données groupées (classes)
. k observati "y
Données n observations xy, T3, ..., T, ? ryalions T 1 -
fréquences absolues ny, na, ..., N

Movenne _ L _ 1 E
arithmétique 7=EX) =75 g T = EN E < EF[ zi) 2
Médiane La médiane = des valeurs d'une observation est...

e la valeur centrale si n est impaire.

¢ la movenne des deux valeurs centrales si n est paire.
Mode

' . Le mod st la valeur la plus fré te.
Valeur dominante HHode u e . U
Etendue F=z_.— Tun
Variance* ﬂ_ -
# . # E 1 E 1 2
(échantillon représentant = =5 E (z; —T)* =—3 Z i(z; — T) o
une population) = =L
E
— 2
5= _Z;P[-T-i-:' (z: — 7)° = E(X?) — (B(X))
i=
[*] 5i les valeurs x1, x3,..., &, représentent une population (ou si la variance intérieure d'une

expérience est cherchee), il faut remplacer le dénominateur n — 1 par n.

Ecart-type: s, = /s

b o

Le coeflicient de variation |V = Ef't -100% | permet la comparaison d’expériences.

Box plot: Détermine la médiane T ainsi que les quartiles Tan et Ty,
les valeurs minimale (x,;,) et maximale (x,,.) de 'expérience.

| plus petits 25% plus grands 25% |
I des données S S des données |
X Xz x Xia Ko

Inéquation de Tschebyschev:
Pour un échantillon de moyenne T et variance s’ , la probabilité qu'une observation x soit au

2
plus éloignée de A de la moyenne T est donnée par: P(|z —%F| < A) = 1— fg
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13.7 Statistique a deux variables: régression et corrélation

Soient (zq, 1), (T2, va), -..(T,, ¥, ) n paires de valeurs. La dépendance des variables aléatoires

X et YV peut etre décrite par une fonction modele y = f(z) qui dépend de paramétres a, b,...
Il s’agit de trouver les parametres a, b,... tels que la moyenne des carrés des écarts y; — f(x;)

devienne minimale:

e

F(X)= Z[ y; — f(z;))* — minimale (Méthode des moindes carrés)

i=1

Régression linéaire:

Fonction modéle: y = f () =a-z+b| avec
-4 f
&
it
> (i —7) (2 —7)
. i=1 Cry Sy
e Pente: a= — = =Tmy -
_ s
_Zl'[-’f-a: — ) : : o= données

e Ordonnée A 'origine: b= y—a- E| X

Coetlicient de corrélation: Covariance:

i{:c.!-_—fj (y: —7) Coy = ! Zﬁ:(fﬂ-@—f} (v; — T)
=i

n—1

N ey = E(X -Y) — E(X) - E(Y)

rzy deécrit la mesure de corrélation entre x et -

Coeflicient de corrélation ry,

maximale forte moyenne faible & aucune
|rey | =1 1>|r,|207 0.7T>|ry|=03 03> |ry| =20
[ 1 ¥ 1 ¥ Y
& F 1 &

$ 2 |

» X . — — He X
r: x:li I-I

Alternative: Systeme d'équations linéaires pour trouver a et b:

(Z:lmfll'ﬂ‘F(Z:lmﬂJ'b =Zl$-a:-!ﬁ.
(Xz)-at+ n - b =Xu
i=1 i=1
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14 Symboles mathématiques

A= B Implication: A implique B (,,s1 A alors B ").
A<= B Equivalence: A est équivalent a B.
M, Z Q R Ensembles de nombres (voir p. 2).
D, W Domaine de définition / codomaine (voir p. 14).
f:z—y=f(z)|y [var. dépendante] est fonction de x [var. indépendante]
A ={a,b,e,..} | L'ensemble A des éléments a, b, c.
[a, b L'Intervalle entre (et avec) a et b.
Ja, b L'Intervalle entre (mais sans) a et b.
Exemple: |2, 5] = Ensemble de z, tel que 2 < = < 5.
5 € N Elément: Le nombre 5 est dans N; (5 est un naturel).
15 ¢ Pas élément: Le nombre 1.5 n'est pas dans .
Pe f Le point P est situé sur le graphe de la fonction f.
AcC B Contenu dans...: L'ensemble A est contenu dans B.
g C II La droite g (ensemble de points) est située dans le plan II.
An B A intersection B: Eléments qui font partie de A et de B.
g M 11 Droite g interceptée avec le plan II.
AU B A union B: Eléments qui font partie de 4 ou de B.
A\ B A sans B: Eléments qui font partie de A mais pas de B.
| Condition (si). Exemples:
D={z € R |z < 1} = Ensemble de tous les = réels inférieurs a 1.
P(B | A) = probabilité que B se réalise sachant que A est déja réalisé.
Y Pour tout: Exemple: ¥z € R : Pour tout nombre réel z...
= Il existe: dn € M : Il existe (un) nombre naturel n tel que...

Alphabet grec

A o
B 8
oy
A d
E ¢
Z <

Alpha
Beta
Gamma
Delta,
Epsilon
Zeta

H n Eta N v Nii T Tan

8 #,¢ Theta = & X Y w Ypsilon
I Iota 0 o Omicron | ¢ ¢, ¢ Phi

K &« Kappa |II Pi X x Chi
A Lambda | P p Rho (VT Psi

M u Mii Y o,¢ Sigma 1 w Omega
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Index

Addition, 24

aire, 6, 10, 11, 33

aire sous une fonection, 30
Algebre, 4

algebre, 3

algorithme du pivot de Gauss, 23
angle (droite, plan), 16, 34, 35
angle au centre, inscrit, 9
angle entre vecteurs, 33
annuité, 27

antidérivée (primitive), 29, 30
arc, 9

argument, angle (C), 2
arrangement, 36

asymptote, 10, 17

Base (logarithmes), 5, 18

binome de Newton, formules binomiales, 4

binomiale (distribution), 4, 38
bissectrices, 7, 34, 35
box-plot, 39

Cone, 11

calcul des intérets, 27

calcul différentiel, 28

calcul intégrale, 30

calotte sphérique, 12

capital, 27

cardinalité, 36

carre, 8

Cavalieri, principe de, 11

centre, 9, 10, 12

centre de gravité (triangle), 7, 33
cercle circonserit / inscrit, 7, 8, 13
cercle trigonométrique, 19

cercle: parties et équation, 9
cerf-volant, 8

chaise, 28, 29

changement de base (log), 5
changement de variable (int), 30
coefficients du binome, 4, 36
colinéarite, coplanarité (vecteurs), 32
combinaison, 36

combinaison linéaire, 32
combinatoire, 36

complément, 36

compléter les carrés, 9, 10, 12, 16
conigques, 10

(©Adrian Wetzel

conjugué (C), 2
convergence, 25

corde (cercle), 9
corrélation, covariance, 40
cosinus, 6, 19, 29
croissance exponentielle, 18
cube (hexaédre), 11-13
cylindre, 11

Définition explicite, récursive (suites), 24
demi-vie, 18

dénominateur, 4, 17

dérivées, dérivation, 28, 29
déterminant (matrice), 23

développer, 3, 16

discriminant (équations), 21

distance, 34

distance (droite, plan), 34, 35
distribution binomiale, normale, 38
distributions de probabilité, 37
divergence, 25

division, 2-5

division euclidienne, 17, 21
dodécaedre, 12, 13

domaine de définition / des valeurs, 14

droites, 16, 34

Ecart-type, 37-39

élasticite, 27

ellipse, 10

ellipsoide, 13

ensembles, ensemble vide, 36
entiers (nombres), 2
équation cartésienne (droite, plan), 16, 34, 35
équation normale (droite, plan), 16, 35
équation paramétrique (droite, plan), 34, 35
équation vectorielle (droite, plan), 34, 35
équations, 3, 21

espérance, 37, 38

espace fondamental, 36

Euclide, théoréme, 6

Euler (nombre d'), 18

Euler, formule (C), 2

Euler, théoréme (polyedres), 12

évenement (contraire), 36, 37

excentricité, 10

explicite (suites), 24

exponentielle (fonction), 18
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exposant, 5, 18
extrema, 28, 29

Factorielle, 4, 36

factoriser, 3, 16

fonction, 14

fonction affine, 16

fonction de densité, 37, 38

fonction de probabilité cumulée, 37, 38
fonction de répartition, 37, 38
fonction exponentielle, 18

fonction linéaire, 16

fonction marginale, 27

fonction quadratique, 16

fonctions logarithmes, 18

fonctions polynomiales, 15

fonctions rationnelles, 17

fonctions trigonométriques, 6, 19, 20
formules d’addition (fone. trig.), 20
fractions, 4

fréequence (absolue, relative), 39

(Géométrie vectorielle, 32
geomeétrie classique dans 'espace 11
geomeétrie classique plane, 6

Hauteur, 6, 7, 11
hexaedre (cube), 12, 13
Hopital, regle de, 25
hyperbole, 10, 17

[cosaedre, 12, 13

identités remarquables, 4
inéquation, 3

induction mathématique, 26
inflexdion, point de, 28, 29
intégrale définie, indéfinie, 30
intégration (régles), 30
interet, 27

intercepts, 16, 35
intersection, 7, 16, 36
inverse, 3, 4

irrationnels (nombres), 2

Laplace (probabilite), 36

limites, 25

logarithmes, 5, 18, 29

loi commut. / associat. / distr., 3
loi de similarite, 6

loi des cosinus / sinus, 6

loi normale (distribution), 38
longueur (vecteur), 32
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longueur d'une courbe, 31
losange, rhombe, &

Mathématiques financieres, 27

matrices (transp., inv., rang,...), 23
matrices (unité, multiplication), 22

maximum, minimum, 28, 29
médian, 39

meéedianes, médiatrices, 7
module (C), 2

moyenne, 26, 39
multiplication, 2-5

Naturels (nombres), 2
Newton, binome de, 4
Newton, méthode numérique, 21
nombre conjugué (C), 2
nombre d'Euler, 2, 18, 29
nombres: M, &, Q, R, C, 2
normal (vecteur), 16, 33-35
normale (distribution), 38
norme (vecteur), 32
numérateur, 4, 17

Octaedre, 12, 13

ordonnée a l'origine, 16, 35

Parabole, 10, 15, 16
paraboloide, 13
parallélépipede, 11
parallélogramme, 8, 32, 33
parallele, 16, 34, 35
parenthéses (régles), 3
parité de fonctions, 15
pente, 16, 40

pente d'une fonction (tangente), 28

perimetre, 9

période, 19

permutation, 36
perpendiculaire, 16, 33-35
pivot, 23

plan de Gauss (C), 2

plan tangent a une sphere, 12
plans bissectrices, 35
platonniques, solides, 12, 13
point d'inflexion, 28, 29
poles, 17

polyedres, 12, 13

polynomes de Taylor, 31
pondération, facteur de, 26, 37
primitive (antidérivée), 29, 30
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prismes, 11

probabilité (Laplace), 36, 37
probabilité conditionnelle, 37

produit scalaire / vectoriel / mixte, 33
puissance, 2, 3, 5, 17

pulssances, series, 31

pyramide, 11

Pythagore, théoreme de, 6

Quadrilateres, 8

Racine, 2, 3, 5, 17, 21, 29
radians, 19

rang d'une matrice, 23
rationnels (nombres), 2
rayon, 9, 10, 12
réciproque, 14

rectangle, 8

récursive, recurrence, 24, 26, 36
réels (nombres), 2
régression linéaire, 40
regle de I'Hopital, 25
regles d'intégration, 30
regles de dérivation, 28
regles de parenthese, 3
rente, 27

rhombe / losange, 8

rotation (vecteur), 14, 23

Sécante, 9, 28

secteur, 9, 12

section d'or, 26

segment, 9, 12

séries, 24

séries de puissances, 31
similarité, 6

sinus, 6, 19, 29

solides de révolution, 13, 31
solides platoniques, 12, 13
sommet, 16

sous-ensemble, 36
soustraction, 24

spere: parts et équation, 12
statistique, 39
stochastique, 36

suites, 24

surface, 6, 11

symetrie, 15, 36

systeme d’équation linéaire, 22

Tangente, 19, 28, 29
tangente (cercle, conique), 9, 10
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taux d'intéret / de croissance, 27
Taylor, polynomes, 31

Thales, 6, 9

tétragdre, 12, 13

théoréme de 'angle an centre, 9
théoréme fondamental de 'algébre, 21
théoreme fondamental de 'analyse, 30
théorie des ensembles, 36

tore, 13

traces (d'une droite), 34
transformations, 3, 4

translation, 14

trapeze, 8

triangle de Pascal, 4

triangle rectangle, 6

triangles, 6

triangles isoceles et équilatéraux, 7
Trone de cone/pyramide, 11
T'schebyschev, inéquation de, 39

Union, 36
unité imaginaire (C), 2
univers (probabilité), 36

Valeur absolue, 15
valeur actuelle [ finale, 27

valeurs moyennes, 26

variable aléatoire, 37

variance, 37, 39

vecteur (unité, addition,...), 32
vecteur [ valeur propre (matrice), 23
vecteur directeur (droite, plan), 34, 35
vecteur normal, 16, 33, 35

vecteur position, 32

vecteurs colinéaires, coplanaires, 32
Viete, théoreme, 21

volume, 11, 13, 31, 33

volume solide de révolution, 13, 31

Zero, 21, 29
zone sphérique, 12
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